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1 Reserse na téma rozvrhovani lidskych zdrojii

Kli¢ova slova: timetabling, emloyee timetabling, rostering, large neighbor-
hood search heuristic, multicriterial optimization, hyper heuristics, column
generation

Vystup: Definice feSeného problému. Popis jednotlivych nalezenych algoritmu, po-
souzeni jejich vhodnosti k feseni stanoveného problému.

Popis: Provést resersi algoritmu fesicich zadany problém.

1.1 Uvod

V minulosti vznikla fada systému a postupu, které pomahaji rozvrhovat smény mezi
zameéstnance tak, aby byl snizen Cas a rozpocet potfebny na planovani. Zaroven je u
nich kladen duraz také na uspokojeni osobnich pozadavku jednotlivych zaméstnanci.
Problém rozvrhovani pracovnich smén predstavuje jiz nékolik desitek let zkoumany NP—
Uplny problém.

Tato reSerse se zabyva vyhledanim univerzalniho postupu pro feSeni podmnoziny
rozvrhovacich problému, které se zdaji byt komplikovanéjsi nez ostatni. Jednd se o roz-
vrhovani smén ve spole¢nostech, kde je zapotiebi lidska prace 24 hodin denné, 7 dni v
tydnu, a to po cely rok. Navic se zaméfime pouze na problémy, ve kterych je potfeba
rozvrhnout zameéstnance z velkého poc¢tu pracovnich pozic do fadové nékolika desitek
az stovek smén. Nasleduje definice problému, reserse jednotlivych metod k jeho feseni a
shrnuti spojené s vybérem nejvhodnéjsich metod.

1.2 Definice problému

Problém rozvrhovani lidskych zdroju je definovdn v mnoha textech. Napiiklad [5]
uvadi obecné formulovany nurse rostering problem. Clének [12], ze kterého nésledujic
¢ast textu vychdzi, zavadi problém rozvrhovani lidskych zdroju obecné.

Problém je zalozen na 4 entitdch: zaméstnancich, sménéach, tkolech a pracovistich.
Zaméstnanci jsou schopni na zékladé své kvalifikace vykondvat pouze nékteré ukoly. Ty
provadi na ruznych pracovistich ve sménach. V ramci rozvrhovani se uvazuje kratké opa-
kujici se obdobi, napiiklad jeden tyden nebo mésic. Existuje cela fada nestandardnich
smén. Mezi né patii vikendové, nocni, svatecni a dalsi. Déle jsou stanovena silna a
slaba omezeni, tedy ta, kterd musi byt dodrzena napiiklad kvuli zdkonum a internim
piedpisiim a ta, které popisuji osobni preference zaméstnancii. Resenim je rozvrh, piifazeni
zaméstnancu ke sméndm, tikolum a pracovnim mistum, které spliuje vSechna silnd ome-
zeni a co nejvice vyhovuje slabym omezenim.

Clanek [12] definuje tato silnd omezen:

e Zaplnéni: V kazdé sméné je dostatetny pocet pracovniku na kazdy 1ikol na kazdém
pracovisti.

e Schopnost: Kazdy zaméstnanec ma kvalifikaci k provadéni jemu pfifazenych tkolu.



e Dostupnost: Kazdy ze zaméstnancu je dostupny pouze na urcitou podmnozinu
vSech smén.

e Konflikty: Zadnému ze zaméstnanci nesmi byt piifazen vice nez jeden tkol na
sménu. Zaméstnanci nesmi pracovat ve dvou sménéach, které jsou v konfliktu, tedy
napiiklad v téch, které se prekryvaji nebo jsou obé ve stejny den.

e Pracovni zatizeni: Kazdy ze zaméstnancu ma definovany maximalni poc¢et smén,
které muze odpracovat za rozvrhované obdobi, pfesnéji prumér, kterému by se mél
vysledny rozvrh co nejvice blizit.

Clének [12] déle definuje tato slabs omezent:

e Preferované tukoly a smény: Kazdy ze zaméstnancu muze preferovat nékteré
tkoly, napriklad kvili mife svych schopnosti nebo osobnim duvodum. Navic kazdy
ze zaméstnancu dava prednost urcitym typum smén.

e Flexibilita pracovniho zatizeni: V ramci vice rozvrhovacich obdobi by se prumérné
pracovni vytizeni mélo co nejvice blizit hodnoté definované silnym omezenim.

Rizné podmnoziny problému rozvrhovéani lidskych zdroju ptidavaji dalsi omezent,
ktera je specifikuji.

1.3 ReSerSe moznych teSeni problému

Jak uvadi [1], vétsina algoritmu a piistupu k FeSeni problému je zaloZena na po-
stupném prohledavani nebo ofezavéani stavového prostoru vsech moznych rozvrhu, do-
kud neni nalezeno rozvrzeni zaméstnancu do smén spliujici stanovené pozadavky na
kvalitu.

Mezi nejcastéji pouzivané postupy a systémy patii matematické programovani, me-
tody umeélé inteligence, expertni nebo znalostni systémy nebo meta—heuristiky (napiiklad
genetické algoritmy, simulované zihani, tabu search, memeticky algoritmus, large nei-
ghborhood search nebo heuristiky zalozené na hleddni{ komponent). V poslednich letech
se navic objevuji metody heuristik matematického programovani a hyper—heuristik. Pti
feSeni realnych problému je ¢asto pro dosazeni lepsich vysledki vyuzito rovnou nékolika
metod najednou.

Nasledujici ¢ast textu popisuje zakladni principy jednotlivych metod, shrnuje, pro
jaké instance problému jsou vhodné a jakych vysledki bylo pomoci téchto metod dosazeno.

1.3.1 Tabu search

Tabu search (TS) je jedna ze nejpouzivanéjsich metod prohleddvani stavového pro-
storu problému aplikovatelnd na velké mnozstvi kombinatorickych problému. Iterativné
prochazi sousedy aktualniho ¢astecného feSeni a vybira z nich ty, pro které hodnotici
funkce vraci nejlepsi vysledek. Sousedni feseni k puvodnimu je pritom ziskdno apli-
kovanim jedné z predem definovanych transformaci. TS navic vyuziva seznam tabu



transformaci. V ném jsou uloZeny ty, které nesmi byt pouzity k vytvéfeni sousedu a
prochazeni stavového prostoru. Seznam je aktualizovan v kazdé iteraci tak, aby ne-
dochézelo napiiklad k zacykleni. Jeho pouziti slouzi také k opusténi lokalniho optima a
nalezeni lepsiho vysledku. K tomu jsou vyuzity jesté dalsi postupy, naptiklad ¢astecné
poskozeni a opétovné na ndhodé zalozené sestaveni feSeni. Jak zdkladni teorii, tak i
veskeré varianty popisuje podrobnéji [3]. Konkrétni zpusob aplikace na rozvrhovani
lidskych zdroju uvadi [2] a [12].

Srovnani nalezenych postupu: [2] uvadi, ze pti vyuziti kombinace heuristik bylo
pro problém z realného prostiedi vzdy nalezeno feSeni v case do 45 minut. Neni zde
vsak uveden detailni popis dat vyuzitych k testu. Program implementovany pomoci [12]
rozvrhl 100 zaméstnanct s 449 pozadavky béhem tadové stovek sekund. Je zde vsak
poznamenano, ze samotna realizace aplikace byla velmi slozita.

Vyhody: TS je velmi variabilni, poskytuje velky prostor k vyjadieni ruznych ome-
zeni a prani tykajicich se rozvrzeni smén. Je znamy uz od roku 1986, tudiz je velmi dobie
popsany v mnoha ¢lancich.
lezeni vysledku. Implementace feseni pouzitelného na rozvrhovaci problémy z realného
prostiedi je velmi slozita.

1.3.2 Large neighborhood search

Jak uvadi [6], large neighborhood search (LNS) podobné jako TS prohleddvé sou-
sedstvi aktualniho ¢astecného feSeni k nalezeni lepsiho vysledku. K tomu vyuziva opa-
kované poskozovéani a opétovné sestaveni pocatecniho feseni. Spada do rodiny very large
neighborhood search heuristik. Ty se vyznacuji tim, Zze prohledavaji vétsi sousedstvi
castecného teSeni a diky tomu, Ze vybiraji z vice moznosti, rychleji nalézaji kvalitnéjsi
vysledek. Pomoci LNS je mozné najit feSeni mnoha problému kombinatorické optima-
lizace. Samotna metoda se déle ¢leni podle toho, jakym zpusobem je uréeno soused-
stvi aktualniho feSeni a jak se toto okoli prochédzi. Déle jsou uvedeny dvé modifikace
metody, konkrétné variable neighborhood search (VNS) [4] a adaptive neightborhood
search (ANS) [5].

VNS definuje tfi typy sousedstvi podle jejich velikosti. Nejjednodussi z nich transfor-
muje ¢astecné feseni na sousedni stav pomoci piesunu jedné ze smén na jiného zaméstnance
tak, aby byla stdle splnéna vSechna silnd omezeni. Druhy typ sousedstvi je definovan po-
moci nékolika transformaci, které nijak nezlepsuji celkovou kvalitu vysledku, ale pouze
zvysuji naplnéni nékterého ze slabych omezeni. Tteti pak zahrnuje sousedy, kteri vznikli
mohutnéjsi transformaci skladajici se z presunu celych dnt nebo mnozin smén.

ANS oproti tomu prochézi stavovy prostor pomoci intenzivniho, prumérného a di-
verzifikacniho prohledavani. Intenzivni prohledavani predstavuje TS heuristika hledajici
lokélni optimum. Pramérné prohleddvani oproti tomu vybira pouze z ndhodné podmnoziny
moznych sousedu. Tim se snazi presunout hledani do jiné ¢asti prostoru. Diverzifikaéni
prohledavani je zalozeno stejné jako druhd transformace u VNS na uspokojeni slabych
omezeni.



Srovndni nalezenych postupia: Konkrétni postup aplikace VNS z ¢ldanku [4] byl
otestovan pouze na malé instanci o 20 zaméstnancich a 4 typech smén. Pouzitim pruchodu
sousedstvim druhého typu bylo dosazeno ¢asové optimalizace z puvodnich 30 na necelé
4 minuty. ANS v ¢ldnku [4] byl oproti tomu konstruovén za tcelem nalezeni postupu,
ktery predci dosud existujici metody feSeni rozvrhovacich problému z realného prostiedi.
Testy v mnoha ohledech ukazuji dosazeni tohoto cile. Vysledky potvrzuje i ¢lanek [18],
ktery na VRP dokazuje, ze pouziti vice typt okoli v podobné formé, jako je tomu u ANS,
je vhodnéjsi, nez rozdéleni okoli podle velikosti tak, jak je tomu pfi pouziti VNS. ANS
se na zakladé téchto faktu zdd vhodnéjsi.

Vyhody: LNS je velmi variabilni, dava velky prostor k vyjadfeni riznych omezeni
a prani tykajicich se rozvrzeni smén. Nastaveni riznych prohleddvacich mechanismu
umoznuje optimalizovat metodu na konkrétni problém.

Nevyhody: Je pomérné obtizné vybrat jednotlivé prohleddavaci mechanismy tak,
aby se dohromady dopliiovaly a umoznily prochézeni celého stavového prostoru. Clanky
[4] a [5] k tomu ale poskytuji ur¢ity ndvod.

1.3.3 Hyper—heuristika

Jak uvadi [7], zatimco heuristika je metoda, kterd pocita vysledek pfimou manipulaci
s daty, hyper—heuristika vyuziva vyssi trovné abstrakce. Operuje s celou fadou heuris-
tik nizstho stupné a az ty pracuji s daty. Ziskava tedy vysledek nepiimo. Jednd se o
nadfazenou metodu, kterd dokaze pomoci spravnych heuristik vytesil velké mnozstvi
problému kombinatorické optimalizace.

Clének [7] uvadi hyper—heuristiku zalozenou na principu T'S. Jednotlivé metody spolu
soutézi o to, jaka z nich bude pouzita na prohledavani stavového prostoru. Pokud je navic
nékterd z nich delsi dobu nedspésna, je na par iteraci priddana do seznamu tabu heuristik.
Tim je docasné zabranéno jejimu dalsimu pouziti. Je zde uvedeno také mnoho heuristik
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nez TS hyper—heuristika. Misto TS je pouzit Scatter Search, metoda, kterd vyuziva malé
mnoziny nejlepsich nalezenych jedincu, jejich mutaci a 10 heuristik nizsi trovné, které
jsou na mutace aplikovany. Tim jsou nejlepsi feSeni obménovana, dokud neni nalezeno
fesenf spiujici prijimaci kritérium. Clanek metodu aplikuje na rozvrhovani zkouskovych
termint.

Srovnani nalezenych postuptu: Podle [7] je mozné vybérem spréavnych heuristik
dosdhnout vybornych vysledkt, napiiklad univerzitni rozvrh s pfiblizné 400 kurzy a 10
mistnostmi byl rozvrzen pouze s vyuzitim 1166 operaci. Cilem ¢lanku [15] je nalezeni
hyper—heuristiky, ktera by tento jiz i tak velmi kvalitni vysledek predcila. Test, ktery ji
srovnava mimo jiné i s TS hyper—heuristikou vychézi pro Scatter Search nejlépe.

Vyhody: Metoda poskytuje opét mnoho moznosti a velky prostor k vyjadireni riznych
omezeni a pirani tykajicich se rozvrzeni smén.

Nevyhody: Opét je pomérné obtizné vybrat jednotlivé heuristiky tak, aby se navzdjem
podporovaly a na né aplikovana hyper—heuristika vedla k dobrému vysledku. Clanek [7]
vSak udava nékolik zakladnich pro nurse rostering problem.



1.3.4 Heuristika zaloZend na komponentéach

Clének [8] definuje metodu fesici rozvrhovaci problémy zalozenou na hledani kom-
ponent. Rozvrh smén je rozdélen podle zaméstnancu na jednotlivé ¢asti. Ty jsou pak
pomoci evoluéni selekce a mutace vylepsovany, dokud nevznikne sada jedinct dohromady
predstavujici vysledny rozvrh. Samotna mutace je aplikovana na komponenty, pro které
vychazi nejhorsi vysledky hodnotici funkce. Ndhodnd mutace cennych jedincii zajistuje
posuny ve stavovém prostoru a jeho dukladnéjsi prohledéani.

Vyhody: Z testu v [8] vychézi, Ze na dostupnych datech je tato metoda jak z hlediska
ceny, tak i ¢asové slozitosti ptiblizné stejné kvalitni jako LNS a hyper—heuristika.

Nevyhody: Metoda prohledavani stavového prostoru pomoci mutaci poskytuje mensi
moznost upravy postupu pro problémy se specifictéjsimi podminkami na rozvrzeni prace
mezi zaméstnance.

1.3.5 Simulované Zihani

Simulované zihani vychazi z genetickych algoritmiu. Na zacdtku procesu je vytvoreno
jedno Céastecné tesSeni predstavujici prvni generaci. Nasledné iterativné vznikaji dalsi,
sttidavé pomoci ohiivani a ochlazovani. Ohtivani slouzi k ziskani generace s mmnoha
potencialnimi feSenimi, které nemusi byt ptilis kvalitni. Cilem ochlazovani je oproti
tomu vytvoreni generace obsahujici pouze nejlepsi znamé jedince. Celkova teplota je
navic postupné snizovana. Diky tomu jsou obéma metodami vytvafeny generace o stale
mensim poctu jedincu. Tim je dosazeno jak prohledéni celého stavového prostoru, tak i
vybéru nejlepsitho feseni. Clanek [10] uvadi, jak aplikovat simulované zthani na problém
rozvrhovani.

Vyhody: Vysledky testu zaznamenané v [10] ukazuji, ze metoda simulovaného zihan{
dosahuje vykonnostné obdobnych vysledki jako LNS nebo hyper—heuristika.

Nevyhody: Transformace, které vytvaii potomky z jedincu predchozi generace, jsou
pomérné specifické. Pro razné obdoby problému by musely byt ¢asto upravovany. K
vyuziti obecnych transformaci jako swap nebo n—opt je instance feseni problému pfilis
komplikovan4.

1.3.6 Regeni pomoci LP nebo ILP

Clének [9] uvadi metodu formulujici rozvrhovaci problém s jeho silnymi a slabymi
omezenimi jako instanci binarniho ILP. Ta je nasledné vyfreSsena pomoci metody branch
and bound. Clanek [11] popisuje jinou moznost formulace a doporu¢uje vyteseni instance
pomoci komerc¢niho solveru CPLEX nebo PBS.

Pokud bychom vychézeli z definice instance rozvrhovaciho problému pomoci ILP,
mohli bychom vyuzit napiiklad postupu z ¢lanku [17]. Zde je pouzita hyper—heuristika,
kterd pracuje s heuristikami fesicimi SAT problém a pomoci nich hleda vysledek.

Srovnani nalezenych postupii: Z hodnot namétenych béhem testovani a zvefejnénych
v [9] a [11] se zd4, Ze feSeni zalozené na vyuziti solveru je vyrazné rychlejsi. Na obdobnych
testovacich datech skladajicich se z pfiblizné 20 zaméstnancu a 5 typu smén je schopné



vypocitat vysledny rozvrh ramcové béhem nékolika minut. Vlastni implementace metody
branch and bound této rychlosti nedosahuje. Jak uvadi [9], vypocet FeSeni trva priblizné
40 minut.

Vyhody: Metoda LP poskytuje velké vyjadiovaci moznosti pro ruzna omezeni smén
a pozadavky zameéstnancu.

Nevyhody: Popsané postupy se hodi spise pro mensi rozvhrhovaci problémy. Hlavnim
diavodem je fakt, ze s poCtem zaméstnancu velmi rychle roste i pocet podminek in-
stance LP. Z tohoto duvodu neni k rozumnému feseni rozvrhovaciho problému z realniho
prostiedi mozné pouzit ani hyper-heuristiku zalozenou na SAT heuristikéch.

1.3.7 Column Generation

Dalsi variantu Feseni problému rozvrhovani predstavuje podle ¢lanku [15] Column
Generation (CG). Jedna se o metodu, kterd snizuje ¢asovou naro¢nost vypoctu rozvrhu
postupnym rozsirovanim a sestavovanim celého problému. Je definovan hlavni problém a
podproblém. Hlavni problém obsahuje pouze nejdulezitéjsi ¢dst podminek celé instance.
Po nalezeni teseni splnujictho podminky hlavniho problému jsou do instance pridény
také omezeni podproblému. Vznika tak novy hlavni problém, ktery je opét vyfeSen a
rozsiten. Nakonec je nalezen vysledny rozvrh. K vypoctu feSeni ¢astec¢ného problému je
pritom mozné pouzit libovolnou jinou heuristiku nebo jejich kombinaci.

Clének [15] dale popisuje pokus, pfi kterém k nalezeni postupnych feseni vyuziva ILP
a genetického algoritmu. Instance problému je postupné rozsifovana a feSeni generovano
pomoci genetického algoritmu. Pokud tento postup selze, je ¢ast instance vyreSena jako
ILP metodou branch and bound. Nésledné je opét aplikovan geneticky algoritmus.

Clanek [16] oproti tomu navrhuje jiny postup. Pocateéni ¢ast problému se postupné
rozsifuje o dalsi zaméstnance, smény a dny. ReSeni je nalezeno pomoci relaxace na
celoc¢iselnost instance a nasledné nalezeni nejlepsiho celociselného vysledku.

Srovnani nalezenych postupu: Podle experimentu v élanku [15] se podarilo s
vyuzitim implementace v jazyce C vyfesit instance o velikosti 27 az 130 zaméstnanct v
¢ase do 30 minut. Clanek [16] definuje testovaci instanci podobné velikosti (86 zaméstnanc,
5 druht smén, 28 dni, 7 pracovnich pozic), kterd byla opét vyfesena Fadové v desitkach
minut. Pfistup druhé metody zalozeny na postupném pridavani zaméstnancu, smén a
dnu se v8ak zd4a prirozenéjsi a vyhodné;jsi.

Vyhody: K nalezeni postupnych feSeni je mozné vyuzit libovolnou heuristiku, tim
je mozné postup optimalizovat pro konkrétni problém.

Nevyhody: Je pomérné obtizné rozdélit poc¢atecni problém na ¢asti podle jejich
dulezitosti.

1.3.8 Volba pocateéni instance

U metod zalozenych na postupném prohledavani stavového prostoru je pro nale-
zeni kvalitniho feSeni velmi dulezity vychozi stav. Ten muze byt uréen mnoha zpusoby.
Mezi nejbéznéjsi patii nahodné vygenerovani, pouziti rozvrhu z predchoziho obdobi a
vytvofeni poc¢ateéniho rozvrhu pomoci hladového algoritmu. Pro kazdou metodu feseni



rozvrhovacich problému je pfitom nejvyhodnéjsi jeden konkrétni postup. Napiiklad heu-
ristika zalozend na koponentédch [8] a hyper-heuristika [7] pracuji nejlépe, pokud jako
pocéatecni instanci pouzijeme ndhodné vygenerovany validni rozvrh. Oproti tomu ANS
[5] a VNS [4] vyuzivaji k sestaveni pocateéniho feseni hladovy algoritmus.

Clének [18] navrhuje postup vytvofeni pocétecni instance pomoci ILP. Instance ob-
sahujici vSechna silna omezeni a slabd omezeni jednoduchd na formulaci je Céstecné
vyfesena pomoci SAT solveru. Vysledek je pouzit jako vychozi bod pro dalsi hledani
feseni. Clanek popisuje konkrétni zpusob, kdy je poc¢dtecni Feseni spoc¢itané pomoci
CPLEXu vylepsovano VNS heuristikou. Testy ukazuji, ze pomoci popsané metody bylo
dosazeno vyrazné lepsich vysledku nez pomoci samotného VNS. Obecnost tohoto po-
stupu zajistuje podobné vysledky napiiklad i pii pouziti spoleéné s ANS nebo hyper—
heuristikou.

1.3.9 Zhodnoceni FeSerse

LP je i pres svoji velkou obecnost z duvodu ¢asové slozitosti na feseni vétsich rozvr-
hovacich problému nepouzitelné. Ostatni metody (TS, LNS, hyper—heuristika, heuristika
zalozend na komponentach a simulované zthani) maji az na rozdily zpusobené vlastni im-
plementaci témér shodnou ¢asovou narocnost. Z hlediska univerzality je méné pouzitelné
simulované zihani a metoda zalozena na komponentach. Obecnéjsi jsou TS, obé dvé
varianty LNS a Column Generation. Nejuniverzalnéjsi je pak hyper—heuristika, ktera
oddéluje samotny algoritmus a heuristiky urcené k vyteseni problému do dvou trovni
abstrakce.

Pokud bychom meéli zhodnotit jednotlivé konkrétni metody popsané vyse, mezi nej-
lepsi na zakladé vysledku testu patii ANS a Scatter Search hyper—heuristika. Obé dvé
metody jsou skoro stejné kvalitni. Scatter Search hyper—heuristika je jisté obecnéjsi,
ANS vsak tento nedostatek prekonava lepsimi vysledky testu, kterych dosahuje pravée
konkrétnéjsim zaméfenim na mnozinu rozvrhovacich problému a zda se proto byt nejlepsi
nalezenou metodou. Za pokus by jisté stalo i zdokonaleni metody o postup, ktery je v
¢lanku [18] dspésné aplikovan na VNS. Pocétecni fesent, ze kterého bude ANS vychazet,
muze byt spoc¢itano pomoci ILP solveru.



2 Ndavrh algoritmu na zdkladé predchozi reserse

Vystup: Detailni popis navrzeného feseni.

Popis: Dukladné studium vybraného algoritmu, postupu, které s nim souvisi. Zdu-
vodnéni vybéru. Popis navrhu ptipadnych uzpusobeni vzhledem ke konkrétnimu problému.
Analyza problému z hlediska datové reprezentace a nasledné jeji navrh.

Nasledujici ¢ast textu se zabyva na zakladé feSerse vybranou Scatter Search hyper—
heuristikou. Nejdiive popisuje principy samotné heuristiky, ndsledné definuje navrzeny
algoritmus a vysvétluje jeho jednotlivé ¢asti.

2.1 Scatter Search

Jak uvadi ¢lanek [15], Scatter Search je metaheuristika prochdzejici stavovy prostor
feSeni, jejiz hlavni podstatou je ukladani malého mnozstvi referencnich feSeni neboli tak-
zvané referenéni mnoziny. Nejdiive je vytvorena pocateéni mnozina co nejvice rozdilnych
feseni. Pomoci lokalniho prohleddavani a nasledné selekce nejlepsich nalezenych feseni je
vytvofena pocatecni referen¢ni mnozina. Z té je nahodné vybrana podmnozina, jeji prvky
jsou navzajem vétsinou po dvou zkombinovany a na kazdé z novych feSeni je aplikovano
lokalni prohledavani. Pokud jsou nové nalezena teSeni lepsi, nahrazuji méné kvalitni
prvky v referen¢ni mnoziné. Postup vybéru podmnoziny, kombinace prvka a lokalniho
prohledavani se stale opakuje, dokud neni nalezeno dostatecné kvalitni feSeni nebo se
prvky referenéni mnoziny jiz delsi dobu neméni.

2.2 Scatter Search hyper—heuristika

Scatter Search hyper—heuristika vyuziva popsany postup na vyssi trovni abstrakce.
Scatter Search slouzi ke spravé referencni mnoziny heuristik, které definuji, jakym zptuso-
bem bude pfi lokalnim prohleddvani prochazen stavovy prostor. Samotné heuristiky jsou
tvoteny posloupnosti heuristik nizsi irovné a jsou navzajem kombinovany pro nalezeni
lepsich feseni. Heuristiky, které jsou pro lokdlni prohledédvani nejvhodnéjsi, jsou ulozeny
v referen¢ni mnoziné.

2.3 Navrh algoritmu

Nasledujici podkapitola popisuje nejdiive jednotlivé diléi ¢asti algoritmu. Dale ob-
sahuje jak slovni popis celého navrzeného algoritmu, tak i jeho vyjadieni pomoci pseu-
dokdédu.

2.3.1 Reprezentace a tvorba heuristik

cvvs

chazeni stavového prostoru béhem lokalniho prohledavani. Kvalita vysledného rozvrhu
zalezi na jejich poctu a povaze.
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V nésledujicim seznamu jsou uvedeny nékteré zakladni heuristiky nizsi trovné, je

cvvs

rozvrhu, kterd snizuje hodnotu kritéria. Zména pritom muze byt nalezena mmnoha po-
stupy. Ve vétsiné pripadu nezbyva nic jiného nez vybrat a vyzkouset nékteré z moznosti.
V urcitych piipadech je ale mozné aplikovat jiny postup. Napiiklad u heuristiky nizsi
urovné ¢. 3 lze za timto tcelem vyuzit algoritmu pro nalezeni parovani v bipartitnim
grafu mezi uzly predstavujicimi smény a zaméstnance.

1.

10.

11.

Vyber den s nejvyssi hodnotou kritéria. Najdi prohozeni iivazku dvou zaméstnanci
v tento den, které snizuje hodnotu kritéria rozvrhu.

Vyber den s nejvyssi hodnotou kritéria. Najdi zménu tivazku zaméstnance v tento
den, ktera snizuje hodnotu kritéria rozvrhu.

Vyber den s nejvyssi hodnotou kritéria. Najdi nové rozvrzeni smén, které snizuje
hodnotu kritéria rozvrhu.

Vyber blok smén od pondéli do patku s nejvyssi hodnotou kritéria. Najdi proho-
zeni Gvazkl mezi dvéma zaméstnanci ve vybraném bloku, které snizuje hodnotu
kritéria.

Vyber vikend s nejvyssi hodnotou kritéria. Najdi spojeni tvazki dvou zaméstnancu

béhem vybraného vikendu, které prifrazenim pouze jednomu snizuje hodnotu kritéria.

Vyber dva zaméstnance s nejvyssi hodnotou kritéria. Najdi prohozeni jejich tvazki
v libovolném dni, které snizuje hodnotu kritéria.

Vyber dva libovolné zaméstnance. Najdi prohozeni jejich ivazku v libovolném dni,
které snizuje hodnotu kritéria.

Vyber jednoho zaméstnance s nejvyssi hodnotou kritéria a jednoho libovolné. Najdi
prohozeni jejich uvazku v libovolném dni, které snizuje hodnotu kritéria.

Vyber jednoho zaméstnance s nejvyssi hodnotou kritéria a jednoho libovolné. Najdi
prohozeni jejich ivazku béhem libovolného vikendu, které snizuje hodnotu kritéria.

Vyber jednoho zaméstnance s nejvyssi hodnotou kritéria a jednoho libovolné. Najdi
prohozenti jejich ivazku béhem libovolného bloku od pondéli do patku, které snizuje
hodnotu kritéria.

Vyber zaméstnance s nejvyssi hodnotou kritéria. Najdi zménu jeho tvazku v libo-
volném dni, které snizuje hodnotu kritéria.

Vétsina vyse uvedenych heuristik nehledd zlepSeni v ramci celého rozvrhu, ale zamé-
fuje se pouze na oblast (den, zaméstnance nebo jejich skupinu), kterd nejméné odpovida
pozadovanému vysledku a jeji hodnota kritéria je tudiz nejvyssi. Nékteré heuristiky nizsi
urovné se od této oblasti vice ¢i méné odchyluji a operuji libovolné nad celym rozvrhem.
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Tim muze byt nalezen zlepsujici tah, ktery ostatni heuristiky nizs{ irovné nejsou schopny
odhalit.

cv~s

cvvs

znamu odpovidaji uvedenym ¢islim. Nové heuristiky jsou tvoteny pomoci jednoduchého
prekiizeni dvou uz existujicich heuristik. Poc¢atecni heuristiky, se kterymi algoritmus
vypocet zacind, jsou vygenerovany nahodné.

2.3.2 Lokalni prohleddvani

S vyuzitim heuristiky muZeme prohleddvat okolni stavy feSeni a hledat vhodnéjsi
rozvrhy. Hledani probiha pomoci varianty steepest descent lokalniho prohledavéni. Na
vstupni rozvrh jsou cyklicky aplikovany heuristiky nizsi tirovné obsazené v heuristice.
Ze po urc¢ity pocet kroku nedojde v dalsimu zlepseni rozvrhu, bylo dosazeno lokalniho
optima a hledani konéi. Scatter Search hyper—heuristika si béhem vypocta uchovava
mnozinu nejlepsich feSeni. Heuristika je vzdy pomoci lokalniho prohledavani otestovana
na vsech rozvrzich z této mnoziny. Vysledkem tohoto procesu jsou nové vylepsené va-
rianty puvodnich rozvrhu. Na zakladé vysledku lokdlniho prohleddavéni je nakonec heu-
ristika ohodnocena. Nejjednodussim zpusobem je urcit kvalitu heuristiky jako soucet
rozdilu hodnot kritérii vSech vstupnich a vystupnich rozvrhu.

2.3.3 Popis navrzeného algoritmu

Hlavnim vstupem algoritmu je soubor dat popisujici parametry pozadovaného roz-
vrhu, tedy pocet zameéstnanct, typy smén, délka rozvrhovaného obdobi, pozadavky na
pokryti obdobi sménami a podobné. Dal§imi vstupy jsou parametry, které slouzi k na-
staveni samotného algoritmu, urcuji napiiklad pocet prvku v referen¢ni mnoziné nebo
pocet uchovavanych prubéznych teseni. Vystupem je nejlepsi nalezeny rozvrh.

Algoritmus prubézny stav uklddd pomoci dvou jiz zniménych mnozin. Referenéni
nejlepsich feSeni, ze které se vychdazi pii lokalnim prohledavani. Pocatecni nastaveni
algoritmu spoc¢ivd v zalozeni téchto dvou mnozin. Do mnoziny nejlepsich vysledku je
umistén prazdny rozvrh, referenéni mnozina zustava prazdna.

Pro tspésnou inicializaci musi byt proveden prvni krok, ktery cely algoritmus ptipravi.
Jsou nadhodné vygenerovany heuristiky, jejichz délka a pocet odpovidaji vstupnim para-
metrum. Kazd4 z heuristik je vyuzita k lokdlnimu prohleddvani nad prazdnym rozvrhem.
Odpovidajici pocet nejlepsich nalezenych feSeni je ulozen. Nakonec jsou do referen¢ni
mnoziny vybrany heuristiky, které dosdhly nejlepsich vysledku v lokdlnim prohledavéni.

Nyni uz jsou datové struktury algoritmu naplnény vychozimi daty a je mozné piejit
na hledani nejlepsiho rozvrhu. To probiha v cyklu, ktery skonci, pokud po predem urceny
pocet iteraci nebyl pridan zadny vysledek do mnoziny nejlepsich feSeni. V kazdém cyklu
se pak aplikuje nasledujici postup. Z referenéni mnoziny je vybrana podmnozina. Z
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této podmnoziny jsou postupné po dvou nahodné odebirany jednotlivé heuristiky. Z
kazdé dvojice jsou prekfizenim vytvoreny nové heuristiky, ktera jsou postupné pouzity
k lokalnimu prohleddvani nad mnozinou nejlepsich vysledku. Pokud je mozné kvalitu
mnoziny zvysit pomoci nové nalezenych vysledku, probéhne jeji aktualizace. V piipadé,
Ze je nové vytvorend heuristika lepsi nez nejhuire ohodnocend heuristika v referencéni
mnoziné, je puvodni heuristika zahozena a nova vlozena do referenéni mnoziny. Prichod
hlavnim cyklem algoritmu konéi po vyuziti vSech nové vytvorenych heuristik. Nasledné
je algoritmus bud’ ukonéen nebo je vybréana novd podmnoZina a cely postup se opakuje.

2.4 MoZna zdokonaleni algoritmu

Vysoka uroveén abstrakce Scatter Search hyper—heuristiky umoznuje vkladani novych
heuristik nizsi arovné, které mohou zpusobit rychlejsi prichod stavového prostoru smérem
ke kvalitnim rozvrhum. Dalsim mistem, kde by mohl byt vyse navrzeny algoritmus zdo-
konalen, je jeho pocateéni nastaveni. Pokud bychom misto prazdného rozvrhu pouzili
napfiklad rozvrh vytvoreny pomoci SAT solveru nebo hladového algoritmu, ptiblizili
bychom se rychleji lepsim vysledkum. Vysledek algoritmu zdvisi také na zpusobu tvorby
novych heuristik, jednoduché ptekiizeni se ale zda postacujici.
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Algorithm 1 Pseudokdd algoritmu zalozeného na Scatter Search hyper-heuristice

1. Vstup
schedulingPeriod > Pozadavky na vystupni rozvrh
numberO f Init Heuristics > Pocet heuristik k inicializaci
lengthO f Heuristic > Pocet heuristik nizsi trovné v jedné heuristice
numberO fSolutions > Pocet prubéznych nejlepsich nalezenych teseni k ulozeni
sizeO f Re ferenceSet > Velikost referenéni mnoziny heuristik
mazxldlelterations > Maximalni pocet neispésnych iteraci, po kterych

algoritmus ukoncen

2. Vystup
roster > Vysledny nejlepsi nalezeny rozvrh

3. Pocéatecni nastaveni algoritmu

solutions < {empty roster} > Mnozina nejlepsich feSeni obsahuje pouze
prazdny rozvrh
referenceSet < {} > Referenéni mnozina heuristik je zatim prazdna

4. Vytvoreni poc¢atetni mnoziny heuristik

init Heuristics < {} > Mnozina pocatecnich heuristik je zatim prazdna
for i = 0 to numberO fInit Heuristics do
newH euristic < {} > Zalozeni nové heuristiky

for 7 = 0 to lengthO f Heuristic do
newH euristic[j| < random low level heuristic
end for
init Heuristics[i] < newH euristic > Ulozeni nové vytvorené heuristiky
end for

5. Ziskani pocatecnich feseni

newSolutions < {} > Mnozina novych feseni
for ¢« = 0 to numberO fInitHeuristics do

newSolutions < newSolutions U local Search(init Heuristics|i], solutions)
> Prohledani stavového prostoru pomoci heuristiky, ulozeni nové nalezenych roz-
vrhi
end for
solutions <— numberO fSolutions best solutions from newSolutions

6. Vytvoreni referentni mnoziny heuristik

referenceSet < sizeO f Re ferenceSet best heuristics from init Heuristics

14



Algorithm 2 Pseudokéd Scatter Search hyper-heuristiky (pokracovéni)

7 Nalezeni nejvhodnéjsiho rozvrhu

idlelterations < 0
while idlelterations < maxIdlelterations do
SubSet < random subset of ReferenceSet
newHeuristics < makeCrossOvers(SubSet)
for all newH euristicinnewH euristics do
betterSolutions < local Search(newH euristic)
if betterSolutions not empty then
solutions < updateSolutions(betterSolutions, solutions)
worstHeuristic < worst heuristic from referenceSet
if newHeuristic is better than worstHeuristic then
replace worstH euristic with newH euristic in referenceSet
end if
idlelterations < 0
else
idlelterations < idlelterations + 1
end if
end for
end while
return best solution from solutions
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3 Objektovy model algoritmu

Objektovy model algoritmu popisuje soustavu t¥id a rozhrani vychézejici z podoby
Scatter Search algoritmu. Béhem navrhu struktury byl kladen duraz predevsim na dosa-
zeni co nejvétsi modifikovatelnosti a rozsiritelnosti algoritmu. Model zobrazuje objektovy
navrh na urovni detailu odpovidajici popisu algoritmu, neobsahuje zadné dalsi detaily
souvisejici s implementaci.

Tiidou, jejiz tcelem je nalezeni nejlepsiho rozvrhu pomoci Scatter Search hyper-
heuristiky, je HyperHeuristicSolver. Tato tiida dédi z rozhrani Solver z datové struktury
problému a kromé metody Solve se skladd jesté z metod odpovidajicich jednotlivym
castem algoritmu. HyperHeuristicSolver obsahuje asociaci na Roster a SchedulingPeriod,
dalsi dvé tiidy z datové struktury problému odpovidajici rozvrhu a vstupni datové sadé.

Ttida SolutionSet predstavuje mnozinu nejlepsich dosud nalezenych vysledkt, vaze se
na ni maximalné vstupnim parametrem dany pocet instanci tiidy Roster. Tiida Empty-
RosterInitializer slouzi k ziskédni pocatecniho prazdného rozvrhu. K rychlé zméné inici-
alizace pomoci jinych postupu, napiiklad vytvotreni poc¢ateéniho rozvrhu pomoci SAT
solveru, sta¢i znovu implementovat rozhrani IStartRosterInitializer. Ze stejnych duvodu
model obsahuje i rozhrani ILocalSearch, které popisuje vlastnosti lokalni prohledavéani
pozadované algoritmem, aby v budoucnu bylo mozné nahradit t¥idu SteepestDescentLo-
calSearch implementaci jiného lokalniho prohleddvani.

K ulozeni referenéni mnoziny heuristik a préaci s ni je uréeno rozhrani IReferenceSet
a tiida ReferenceSet. Referenéni mnozina uchovava informaci o ulozenych heuristikach,
tedy instancich implementujicich rozhrani IHeuristic. Navrzeny algoritmus konkrétné
pracuje s implementaci ArrayCyclicHeuristic, vyuzivajici cyklicky prochézené pole heu-

cvvs
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své ohodnoceni. Novy zpusob hodnoceni a porovnavani heuristik z hlediska kvality je
mozné realizovat pomoci nové implementace rozhrani IHeuristicQuality. Instance im-
plementaci rozhrani [Heuristic jsou vytvareny pomoci implementaci rozhrani IHeuris-
ticFactory. K tvorbé instanci ArrayCyclicHeuristic a jejich jednoduchému ptekiizovani
je zapotiebi ArrayCyclicHeuristicFactory. Z duvodu konstrukce heuristik vyssi tirovné z
heuristik nizsi drovné obsahuje tato tiida reference na vSechny existujici implementace
rozhrani [LowLevelHeuristic.
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Obrézek 1: Objektovy model algoritmu
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Implementace NRRP na GPU

Jan Dvorak

I. RESERSE

V ramci studia dané problematiky a aplikace algoritmi na
frameworku CUDA byly nastudovany ddle detailnéji popsané
¢lanky. Pro implementaci na GPU mtiZeme ¢lanky rozdélit dle
pfedpoklddaného modelu implementace:

¢ heterogenni:

— Competitive nurse rostering and rerostering[1]

— Bipartite Graph Matching Computation on GPU[9]

— GPU Implementation of the Branch and Bound
method for knapsack problems[11]

o homogenni:

— A genetic algorithm approach to a nurse rerostering
problem[3]

— Solving a bi-objective nurse rerostering problem by
using a utopic Pareto genetic heuristic[4]

— Parallel implementation of flow and matching
algorithms[10]

Z pohledu zptisobt feSeni daného problému miZzeme zavést
nasledujici taxonomii:

o optimdlni:

— An Integer Multicommodity Flow Model Applied to
the Rerostering of Nurse Schedules[2]

— An optimal network-based approach to scheduling
and  re-rostering  continuous  heterogeneous
workforces [8]

— Bipartite Graph Matching Computation on GPU[9]

— GPU Implementation of the Branch and Bound
method for knapsack problems[11]

— Parallel implementation of flow and matching
algorithms[10]

« heuristické:

— Competitive nurse rostering and rerostering[1]

— A genetic algorithm approach to a nurse rerostering
problem[3]

— Solving a bi-objective nurse rerostering problem by
using a utopic Pareto genetic heuristic[4]

— An evolutionary approach for the nurse rerostering
problem[7]

A. Competitive nurse rostering and rerostering[1]

Clanek autora Michaela Vincenta Chiaramontea hledi
na danou problematiku z pohledu agentnich technologii.
Zakladem jeho algoritmu pro feSeni prerozvrhovani smén je
algoritmus pro rozvrhovéni, ktery je jen lehce obménén. Proto
nejdiive ve zkrdcené verzi popisu algoritmus pro rozvrhovani.
Pro jeho spravnou funkci je jiZ z pocatku potieba inicidlniho
rozvrhu, ze kterého vychdzi a ddle jej upravuje. Jak jsem
jiz psal, vychdzi algoritmus z agentnich technologii a tyto
agenti se déli na Broker Agent (BA), ktefi zastupuji roli

jednotlivych sester a Auction Control Agent (ACA), ktery
zastupuje roli centrdlniho ovlddani aukci. Cely algoritmus
pracuje na principu simulace aukce, kdy jednotlivé sestry (BA)
se snazi vyménit si vzdjemné sluzby tak, aby to bylo pro
né vyhodnéjsi, nez-li je aktudlni stav. Kazdy BA si uchovava
rozvrh pro danou sestru, ze kterého odvozuje give list (seznam
sluzeb, které by bylo vhodné predat) a take list (seznam
sluzeb, které by bylo vhodné pfevzit). Autor pracuje jen se
dvéma typy sluZeb: denni a nocni. Tyto sluzby jsou déle
spojovany do shlukli o maximdlng tfech sluzbach. Tyto shluky
je mozné nabizet do aukce (sménit s ostatnimi sestrami). Z
aktudlniho rozvrhu je vypoctena uZitkovd funkce, kterou se
snazi algoritmus maximalizovat. V tvahu se berou preference
volného dne v tydnu, pfedem pozadovanych volnych dni
a preferovaného poctu volnych dni za sebou. Kazdy BA
ma také pfifazené Cislo oznacujici hodnost sestry (novic,
normdlni sestra, vrchni sestra). Pro vypocet uzitkové funkce
se jeSté zapoclitdvaji postihy za on-off-on vzor sluZeb a za
nevybalancovany rozvrh. ACA agent se stard o prubéh aukce
a snazi se zajistit, aby nové vytvorené rozvrhy po dpravé byli
platné.

Na pocatku Competitive Nurse Roasting (CNR) algoritmu
ACA nacte inicializaéni rozvrh a pro kaZdou sestru vytvori
jeden BA a prfedd mu jeji rozvrh. Poté si kazdy BA vytvofi give
list a take list a zinicializuje si vlastni struktury. Nasledné ACA
cyklicky vyzyva BA, aby vytvofily nabidku vymény smény.
Dana nabidka obsahuje Sale item, coz je shluk smén, které se
snazi BA pfedat nékomu jinému a Currency list, coZ je shluk
smén, které je ochoten pfijmout vyménou za tyto sluzby. Tuto
nabidku ACA odesle ostatnim BA a ty zpét posilaji piihozy.
Kazdy prihoz obsahuje nabidku shluku smén, které chce dany
BA za nabizené sluzby vymeénit. Pfitom nabizi ty shluky, které
jsou pro né€j co nejvyhodnéjsi a napliuji pozadavky. Poté
jsou pithozy setazeny v klesajicim potadi dle uZzitkové funkce
upraveného rozvrhu nabizejictho BA dle vymény. Cyklicky
jsou ostatni BA poptavani po piihozech, které vice zvysi
uzitkovou funkci neZ je dosud nejvyssi pithoz. V pripadé, Ze
jiz ostatni BA nemaji co nabidnout a nebo by jejich nabidky
prekrocily prdh zmény jejich vlastni uzitkové funkce (pro CNR
nastaven na (), aukce konci. Po konvergenci je pfezvan piihoz
s nejvyssim zlepSenim uzitkové funkce a provedena vyména
sluzeb mezi BA. Algoritmus opakuje aukci tak dlouho, dokud
jiZ nelze timto postupem zlepsit uZitkové funkce BA ¢i dokud
se neptekro¢i stanoveny maximdlni pocet iteraci. ACA po
celou dobu aukci hlidd, aby transakce nevyvolali neplatnost
rozvrhu. Dany algoritmus je ddle zlepSen pomoci Iterative
local search (ILS) algoritmu a spojeni téchto dvou principt je
pak oznaCovano za CNR-ILS. ILS fes$i problém, kdy se muize
rozvrh zlepsit nejen vyménnou sluzeb mezi dvéma sestrami
(BA), ale také presunutim sluzeb v rozvrhu jedné sestry. Tento
pripad nastava ve chvili, kdy je sestra v dany den nadbytecna
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a je mozné si tedy sluzbu z jednoho dne presunout na den jiny.
BA postupné prochdzi kombinace v give listu a take listu a
snazi se najit takovou, pro kterou by po vyméné byl rozvrh
platny a co nejvice by se mu zvySila uZitkovd funkce. Toto
opakuje, dokud jiZ neexistuje takova kombinace.

Competitive Nurse Reroasting (CNRR) vyuZzivd metodu
pokrocilych transakci (AT - advanced trading). Tato metoda
upravuje currency list z nabidek tak, Ze jiZ neobsahuje jen
shluky stejné délky jako je nabidka, ale jednotlivé smény,
kterych je stejny pocet jako smén ve shluku v nabidce. Je tedy
mozné nahradit sluzbu ve shluku i sluZbami z jinych dni, které
ale nejsou piimo za sebou. Tim se stdvd CNRR flexibilnéjsi co
se aukcf tyce a pro konvergenci ji sta¢i méné¢ iteraci, které jsou
BA, kterd nyni penalizuje zmény sluzeb. CNRR pak pracuje
ve tfech fazich. V prvni (nazvané Schedule improvement)
je spusténo CNR s AT a prdh zmény uZitkové funkce pro
piihozy je nastaven na 0. Pokud se timto vyfesi problém, je
feSeni navraceno. Pokud ne, spusti se fize nazvand Impact
Isolation, ktera zavold CNR-ILS a snazi se problém vyfesit
prerovnanim sluzeb sestry, kterd pozaduje uvolnéni. Pokud
se timto problém vyfesi, je feSeni navridceno. V opacném
pfipadé prechdzi algoritmus do treti faze a tou je Impact
minimalisation. Tato faze je stejnd s prvni, jen vyuziva metody
linear rollback, kterd iterativné snizuje prah zmény uzitkové
funkce pro piihozy. Tim se algoritmus snazi najit feseni s co
nejmens$im sniZzenim uZitkové funkce jednotlivych BA.

Algoritmus je diky svym multiagentnim vlastnostem vhodny
pro paralelni zpracovani. Mira paralelizace vSak je zavisld na
poctu agentd, které v algoritmu vystupuji. V naSem piipadé
se tedy jednd o pocet sester + 1. Pro malé pocty sester
je tedy moznd paralelizace minimdlni. AvSak je také nutno
podotknout, Ze paralelizace v dané tloze dava smysl az v
pripadé vétsiho poctu sester. Problém v paralelnim zpracovani
také mize zpisobovat ACA agent, ktery se muze stat tzkym
hrdlem, jelikoZ je centrem vesSkeré komunikace mezi BA a
také pro svoji praci ma veétsi pamét ové naroky.

Z pohledu CUDA architektury je tfeba rozdélit iterace do
dvou fazi - BA vytvéii své pithozy a faze kdy ACA zpracovava
ptihozy ¢i nabidky od BA. Zatimco prvni fazi, kdy pracuji BA
oddélené je mozné efektivné na CUDA paralelizovat, druhou
fazi je tfeba vykondvat na CPU, jelikoZ je pouze jediny ACA
agent a lze predpokladat, Ze jeho vykondni na GPU by bylo
pomalé. Tim ovSem naroste komunikace mezi GPU a CPU,
jelikoZ je tfeba pfendSet v kazdé iteraci sale item a currency list
na GPU a nékolikrat prenaset pithozy od BA z GPU na CPU.
Problém v implementaci BA nastava pii alokovani paméti pro
take a give list, kterd by mél byt dynamickd, jelikoz pro kazdé
BA se mohou velikosti téchto seznamt v pribéhu ménit. Diky
(v praktickych pfipadech) malému poctu BA (kazdy BA by
bylo zastoupeno jednim vliknem) je vhodné pro zrychleni
ulozit rozvrhy jednotlivych BA do sdilené paméti. Algoritmus
je vhodny spiSe pro architektury MIMD, nezli pro SIMD.
Z divodi casté komunikace mezi CPU a GPU a relativné
malému poctu vldken v paralelnim zpracovdni nemusi tento
algoritmus implementovany na CUDA zaznamenat vyrazné
zrychleni.

Obr. 1.

Sit" pro feSeni NRRP[2]

B. An Integer Multicommodity Flow Model Applied to the
Rerostering of Nurse Schedules[2]

Autori Margarida Moz a Margarida Vaz Pato feSi problém
pterozvrhovani z pohledu multikomoditnich tokd. Jejich
problém spocival v prerozdélovani smén, které se délily na
ranni, odpoledni, noéni a prazdny den v periodé 28 dni.
Do poZadovaného feSeni byla zahrnuty i pevnd a flexibilni
omezeni. Mezi pevnd omezeni byly zahrnuty naptiklad
pozadavky na minimdlni pocet jednotlivych smén v dany
den, zakdzani urcitych sekvenci smén ¢i minimdlni pocet
volnych dni za tyden. Mezi flexibilni omezeni byly zafazeny
pozadavky, aby sestry v co nejmensim méfitku mély dvé a vice
smén za sebou no¢nich, mély vice neZ tfi dny za sebou volnych
¢i vice neZli tfi dny za sebou pracovaly na ranni sméné.

Problém je formulovan pomoci multikomoditnich tokd. Graf
sit¢ (Obr. 1) obsahuje 8 * (30 — d) + 2n uzli, kde d je
den v mésici kde se vyskytuje prvni zména/absence a n je
pocet sester, které jsou k dispozici. Na zalatku je n zdrojt
toku, kde kazdy zdroj vytvafi jednu komoditu, kterd zastupuje
jednu sestru a na konci je n cili komodit. Mezi témito dvéma
skupinami umélych uzli je vytvorena sit’, kde pro kazdy
den je vytvofena osmice uzli. Pro kazdou sménu v dany
den jsou dva uzly (Obr. 2). Tyto dva uzly jsou propojeny
hranou s omezenim minimalniho toku. Toto omezeni vymezuje
minimaln{ pocet sester, které se v dany den museji dané smény
Ucastnit. Sit zacind dnem d — 1 a konci dnem 28. Pocet
hran v siti je maximélné 20(28 — d) + 5n + 24. Zdrojové
uzly jsou pevné spojeny se sluzbou v d — 1 den. Tento
pristup povoluje zmény nejdifve v den prvni absence. Déle
jsou vytvoreny hrany pro kazdou moZznou kombinaci smén
vZdy mezi danym a nasledujicim dnem. Kazdd dvojce uzll
jedné smény je propojena jednou hranou a nakonec jsou
pfipojeny uzly cili toku komodit. Takto vytvofena sit’ je
poté inicializovdna parametry (omezeni toku a cenou toku) v
korespondenci s puvodnim rozvrhem. Omezeni je pro vSechny
hrany a vSechny komodity (s vyjimkou hran mezi dvéma
uzly stejné sluzby v jeden den) nastaveno zespoda na 0 a z
vrchu na 1. Tim pfi feSeni celoCiselného nejlevnéjsiho toku
posloupnost hran, které maji nastavenu hodnotu toku dané
komodity na 1, uréi rozvrh pro danou sestru. Ceny hran v
grafu odrdzeji podobnost rozvrhu s pivodnim grafem. Hrany,
které koresponduji s ptivodnim grafem maji tedy nastavenu
cenu na 0, zatimco ostatni na 1.

Timto pristupem je tedy namodelovano jadro problému.
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Obr. 2. Dvojce uzlti jedné smény[2]

Neni vSak mozné takto jednoduSe namodelovat i vSechna
omezeni, které jsou k problému pfidruZena. Zbyld omezen{
jsou tedy pfiddna aZz do ILP formulace. VySe popsand sit
je tedy prevedena do ILP formulace problému nejlevnéjsiho
toku v multikomoditnich sitich a nasledné obohacena o dand
omezeni. Detailni zdpis této ILP formulace je v [2].

Diky pfevodu do ILP formulace a moznosti feSeni problému
pomoci napiiklad metody vétvi a mezi je tato formulace
paralelizovatelnd. Pro maximdlni délku rozvrhu (28 dni)
a pro 19 sester se jiz v dané formulaci objevuje vice
nezli 10000 proménnych. Autor sam pfipousti, Ze i CPLEX
Optimizer pfi feSeni daného problému presahl i maximaln{
vyuziti paméti(128MB RAM) a proto nejsou vSechny testovaci
instance vyhodnoceny. Pro paralelizaci na GPU by bylo tedy
tieba tento problém vysokych pamét'ovych ndrokd fesit.

Z pohledu implementace na CUDA se tedy tato metoda
méni na implementaci ILP Solveru. Je moZné vyuzit
paralelntho zpracovdni Branch and Bound algoritmu, ale
jelikoZ by optimalizace pro dany typ udlohy byla minimalni,
bylo by ucelngj$i pouZit jiZz odladéné implementace ILP
Solverd.

C. A genetic algorithm approach to a nurse rerostering
problem[3]

V ¢lanku An Integer Multicommodity Flow Model Applied
to the Rerostering of Nurse Schedules [2] je metoda
formulace NRRP pomoci multikomoditnich tokl srovnivéana s
heuristickou metodou. Z této metody vychazi aktualni ¢lanek,
ktery se tuto heuristickou metodu snazi kiiZit s genetickym
programovanim.

Heuristickd metoda je zaloZena na pierozvrhnuti celého
rozvrhu se snahou co nejvyse se pribliZit ptivodnimu. V prvni
fazi algoritmus vezme vSechny tlohy, které je tfeba pfiradit
a v ndhodném potadi je ulozi do listu. Z tohoto listu poté
postupné vybird jednu tlohu za druhou, dokud se mu nepodafii
vSechny ulohy pfiradit néjaké sestfe. Pri pfifazovani postupuje
nésledujicim zptisobem.

1) Nejprve se algoritmus pokusi pfifadit sluzbu té sestie,
ktera méla sluzbu i v pivodnim rozvrhu, pokud nejsou
prolomena néjakd omezenf Ci platnost rozvrhu.

2) Pokud se mu to nepodafi pokusi se sluzbu pridélit
jiné sestfe, pro kterou by sluzba byla kompatibilni s
predchozim i nésledujicim dnem.

3) Pokud se ani takovouto sestru nepovede nalézt, pokusi
se algoritmus prifadit sluzbu sestfe, pro kterou je sluzba
kompatibilni asponl s predeslym ¢i ndsledujicim dnem
pokud nejsou prolomena Zddnd omezeni.

4) V pfipadé neprifazeni, se algoritmus pokusi najit
jakoukoli sestru, které by mohl kol prifadit.

5) Pokud se ani toto nepovede spusti se backtrackovaci
algoritmus, ktery hleda takovou pozici, kdy by bylo jesté
mozné sluzbu pfiradit.

6) Pokud takovouto pozici nenalezne je rozvrh oznacen za
neprerozvrhnutelny.

7) V opacném piipadé€ sluzbu na dané misto priradi a znovu
pokraCuje stejnym postupem dokud nejsou vSechny
sluzby pfifazeny nebo neni nalezena sluzba kterou neni
mozno pfiradit.

Z daného rozvrhu je pak vypoctena uzitkova funkce.

Diky nahodnému sefazeni uloh (pfipadné i sester) miize
opétovné voldni heuristické metody navratit rdzny rozvrh v
zavislosti na tomto poradi. Je tedy mozné danou heuristickou
metodu zavolat vicekrat, ¢imzZ se zvysi prohleddvany prostor
a z vysledkd vybrat ten nejleps$i. Pfi op€tovném voldni a
ndhodném inicializovan{ struktur se ale prochdzi prostor feSeni
nahodile. Autofi se tedy snaZzi najit takovy postup, aby byly
pocateéni struktury(seznam tloh a sester) inicializovany tak,
aby byla co nejvétsi pravdépodobnost nalezeni optimalniho
rozvrhu. K tomuto je vyuzito genetickych algoritmt. V prvni
inicializacni fazi je prvni populacni generace zinicializovdna
ndhodné. Kazdy jedinec se sklddd ze dvou chromozomi.
Prvnim je uspofadany seznam tloh a druhym uspotfddany
seznam sester. Pro kazdého jedince v populaci je poté spoctena
jeho uzitkovd funkce pomoci vyse uvedené heuristické metody,
kdy je preskoCena prvni inicializacni faze a v metodé jsou
pouzity chromozomy jedince. Po vyhodnoceni prichdzi faze
selekce, kdy jsou vybrdny jedinci pro kiizeni do dalsi
generace. Pravdépodobnost vybéru jedince pro kiiZeni je
pfimo imérna jeho uzitkové funkci. Pro nasledné kfizeni bylo
vyuzito vice metod (dvé dvoubodové a jedna jednobodova),
jelikoz dané seznamy jsou formulovdny jako permutace a
neni tedy moZzné vyuZit jednoduchého kiiZeni. Poté ve fazi
mutace byli s uréitou malou pravdépodobnosti v chromozomu
prehozeny dvé sluzby/sestry v pofadi. V nové generaci se
vzdy objevil i dosud nejlepsi jedinec z predchozich generaci.
Pro novou generaci byla opé€t vyhodnocena jejich uZitkova
funkce. V pripadé, Ze nebylo mozné vytvoftit rozvrh, byla k
uzitkové funkci pfictena penalizace. Cely proces genetického
vyvoje byl zastaven po urCitém poctu generaci ¢i pokud
jiZ po urcity pocet generaci nebylo zaregistrovdno zlepSeni.
JelikoZ pomérné Casto uvizl algoritmus v lokdlnim optimu aniz
by nalezl jakékoli pfipustné feSeni, byla zavedena technika
hybridace, kdy pokud jiZ po n generaci nebyl nalezen
jedinec s piipustnym feSenim, byl v nové generaci skiiZzeny
jedinec nahrazen ndhodné vygenerovanym jedincem (tim se
algoritmus pribliZil metodé opétovného voldni heuristické
metody, kterd na rozdil od genetického algoritmu nemad sklon
k uvdznuti v lokdlnim optimu).

Dle clanku byla testovdna metoda op€tovného spousténi
genetického algoritmu a samotného heuristického algoritmu
s ekvivalentni Casovou dotaci a za danych podminek byl
vysledek genetického algoritmu vzdy lepsi ¢i ekvivalentni
samotné heuristické metodé. Metoda opétovného spousténi
samotného heuristického algoritmu je naprosto vhodnd pro
paralelizaci, kdy v kazdém vldkné miZe probihat jeden béh
tohoto algoritmu. Pamét’ovd ndroCnost tohoto feSeni je také
skoro minimdlni moznd. VSak z ¢lanku vyplyva, Ze feSeni
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pomoci genetického algoritmu na testovacich datech davalo
v 10% piipadi lepsi vysledky. Geneticky algoritmus je vSak
také moZno paralelizovat.

Pii pouziti CUDA frameworku by pivodni rozvrh byl
uloZzen ve sdilené paméti. Jeden kernel by slouZil k
vyhodnocovani konstruktivni heuristiky. Autofi v clanku
doporucuji v kazdé generaci kolem 400 jedinct. Kazdy
jedinec by byl zastoupen jednim vldknem. Vyrazny problém
v zrychleni bude zpisobovat backtrackovaci algoritmus, ktery
bude ve warpu vytvéret divergentni vétve. Tohoto problému se
vSak nedd v daném algoritmu zbavit. Chromozomy a vysledny
rozvrh, ktery jedinec vytvaii bude tfeba uloZit do globalni
paméti stejné jako vyslednou hodnotu uzitkové funkce. Poté
by v kernelu nastala selekce a kiiZeni. K tomu by byla vyuzita
metoda double bufferingu, kdy by byla alokovdna dvé mista
pro chromozomy (pro aktudlni a predeslou populaci) a mezi
nimi by se prepinalo prepinacem ve sdilené paméti (jelikoz by
byl pro vSechny jedince v danou iteraci stejny, nedochazelo by
k divergentnim vétvim). Poté by nastala mutace a algoritmus
by presel do dalsi iterace. VSe by se tedy délo bez komunikace
s CPU.

D. Solving a bi-objective nurse rerostering problem by using
a utopic Pareto genetic heuristic[4]

Aktudlni cldnek navazuje na C¢lanek [3] a déle rozviji
moznosti  genetickych algoritmd. Aktudlné se zabyva
optimalizaci pres vice flexibilnich omezeni [6], [5]. V ¢lanku
jsou uvedena tato tfi omezeni:

o Urcité sestry by nemély pracovat vice no¢nich sluzeb za
sebou

o Sestram by mél byt v dané periodé prifazen predem
stanoveny pocet sluzeb

o Nové prerozvrzené sluzby by mély co nejvice odpovidat
puvodnimu rozvrhu

Prvni omezeni cldnek ddle povaZuje za pevné omezeni
a k optimalizaci se snazi pohlizet z dvou zbyvajicich
hledisek. Algoritmus nejdfive zinicializuje prvni populaci.
Toto provede algoritmem z [3] (popsanym vySe). Tento
algoritmus najde populaci, kterd se blizi k optimu z hlediska
tfettho omezeni. Ddle tim samym algoritmem s relaxaci na
vSechny pevné omezeni s vyjimkou omezeni na prifazeni
pouze jedné sluzby jedné sestfe na den nalezne utopického
jedince vybérem nejlepsiho z posledni generace. Tento jedinec
bude pravdépodobné zdstupcem neplatného rozvrhu a bude
mit optimistickou uZitkovou funkci. Spojenim utopického
jedince a vySe zminéné populace vznikne prvni generace
pro novy geneticky algoritmus. Kazdy jedinec pak vyhodnoti
své dvé uzitkové funkce (uzitkovd funkce pro druhé a
treti flexibilni omezeni). Tyto dvé hodnoty pak vytvori
prostor, ve kterém se hledaji postupné fady nedominantnich
jedinct, které jsou postupné ohodnocovdny Pareto indexem
od hodnoty 1. Vysledna uzitkovd funkce je rovna 1/Pareto
index. Utopicky jedinec je vZdy ohodnocen Pareto indexem
1. Takto ohodnoceni jedinci jsou poté vybirany ke kiiZeni s
pravdépodobnosti pfimo timérnou jejich ohodnoceni (metodou
rulety). Ke kiizeni je vyuzit PMX (viz. [13]) operitor.
Nasledné je provedena mutace, kterd s pravdépodobnosti 0,1%

vybere jedince a prehodi mu poradi dvou sluZeb/sester v
chromozomu. Tim je vytvofena nova generace. Do nové
populace se také vzdy dostdvd utopicky jedinec a spolu s nim
i dva nejlepsi jedinci z predchozi generace. Tim je zabranéno
zapomindni nejlepsich feseni.

Algoritmus je podobny tomu z clanku [3] a tedy i
tento algoritmus by mohl byt vhodny pro paralelizaci. Na
je tieba implementovat vice genetickych algoritmi stejné
jako vice konstruktivnich heuristik. V pfipadé€ vice-hled’iskové
optimalizace je vsak toto feSeni, v korespondenci s ¢lankem,
vyhodnéjsi nez vazeni hledisek pro vytvoreni jediné uzitkové
funkce pro minimalizaci.

E. An evolutionary approach for the nurse rerostering
problem[7]

Autori vytvéreji opét geneticky algoritmus pro feSeni NRRP
problému, vychazeji vSak z genetickych algoritmi, které jsou
osveédéeny pro rozvrhovani. Omezeni rozdéluji na pozadavky
obsazeni (minimdlni pocet sester, které jsou potfeba na
obsazeni dané sluzby a dany den), s Casem souvisejici omezeni
(sestfe muze byt pfifazena v jeden den maximdlné jedna
sluzba, minimdlni ¢as pro odpoCinek sester..) a omezen{
spojend se zménou rozvrhu (v den kdy sestra nemtiZe nastoupit
do sluzby nemiize byt sestfe prifazena sluzba). Algoritmus se
za danych podminek snaZzi minimalizovat tfi hlediska: pocet
zmén v rozvrhu (penalizace za odebrani a za pfifazeni sluzby),
antipreference sester (index urcujici ke kazdé sluzbé kazdy
den, jak nerada by sestra danou sluzbu méla), nespravedlivost
(rozdil poctu sluZzeb, které ma sestra, oproti primérnému
poctu).

Algoritmus pracuje na principu evolu¢niho/genetického
algoritmu. Na rozdil od principu, ktery pouzivd Maz a Pato
[3], [4] zde chromozom neni tvofen ndhodné sefazenou
posloupnosti sluzeb/sester, ale pfimo rozvrhem (nejcastéjsi
forma chromozomu v tloze rozvrhovani). Ve fazi inicializace
je vytvofena mnozina jedincG pomoci konstruktivniho
heuristického algoritmu. Z jedinci je vytvofena pareto
mnoZina a z té je poté vytvorena prvni populace pro geneticky
algoritmus. Pfi selekci jsou ndhodné vybirdny (s ohledem
na jejich fitness funkce) dvojce jedincu. Pfi selekci je také
pouzita metoda pro rozprostfeny vybér, aby pro kiiZeni nebyli
vybrdni dva velice si blizci jedinci. Ke kiiZeni je vyuZit
sloZity algoritmus, ktery pro svoji prici vyuZivd heuristicky
kombinacni algoritmus, tabu search algoritmus a algoritmus
pro feseni minimdlniho toku v sitich. Pri kfiZeni bere v ohled
vSechna hlediska nadepsand vyse. Po kiiZeni nastdva mutace,
kterd je v pripadé, Ze k mutaci nastane, feSena pfifazenim
ndhodného rozvrhu sestfe a ndslednym feSenim minimalniho
toku v sitich. Po fdzi mutace je jedinec pfiveden do faze
vylepSeni, kde pomoci lokdlnitho prohleddvani se algoritmus
snazi rozvrh jesté vylepsit. K tomuto jsou pouZity tfi algoritmy.
Prvni se snazi najit lokdlni optimum v rozvrhu jedné sestry,
bere-li rozvrhy ostatnich sester za fixni. Druhy se snaZi najit
lokdlni optimum v dany den a rozvrhy v ostatni dny povaZzuje
za fixni a posledni algoritmus hledd lokdlni optimum v dané
sekci rozvrhu (prohazuje sluzby mezi sestrami ve vymezeném
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¢asovém obdobf). Po provedeni vSech téchto fazi je vytvorena
nova populace. Novou populaci opé€t tvori jen jedinci, ktefi v
ni tvofi pareto mnoZinu.

Algoritmus dle ¢lanku je univerzdlnéjsi nez-li algoritmus
autori Moz a Pato [4]. Velky rozdil ve vykonnosti algoritmu
se projevuje v pripadé uréeni minimdlniho poctu souvislych
dni, kdy musi sestry byt ve sluzbé. Za toto vSak algoritmus
plati svoji sloZitosti a robustnosti, jelikoZ jiz ve svém zdkladu
obsahuje algoritmy pro minimdlni cenu toku, tabu search a
dalsi. Z pohledu paralelizace je tento algoritmus mozné pouZzit,
avSak pamét'ovd narocnost algoritmu neni v ¢ldnku uvedena a
diky robustnosti se dd pfedpoklddat, Ze bude netinosné velkd.

FE. An optimal network-based approach to scheduling and
re-rostering continuous heterogeneous workforces [8]

Autor tohoto clanku se nezaméfuje pouze na problém
prerozvrhovéni sluZeb sester, ale spiSe na genericky problém
pfifazovani sluzeb. Z tohoto pohledu tedy vznikd formulace
daného problému na bazi problému prifazovani modelovaného
pomoci problému minimalizace ceny toku v sitich (v ¢lanku
maximalizace preferenci pfifazeni). Clanek je rozd&len do
tif hlavnich sekci, kdy v prvni je uveden zdkladni model
a jeho vyuziti pro rozvrhovani smén technického dozoru v
pocitacovych laboratofich. Navrh sité je zaznamendan na Obr 3,
kde Sj,q znamend sluzbu j, kterd vyZaduje zaméstnance
ze skupiny k a je v den d. e; oznaCuje zaméstnance i,
Dg,; je celkovy pocet sluzeb zaméstnance 7 ve dni d a
FE; vyjadiuje pocet sluZzeb zaméstnance ¢ za cely tyden. V
této siti jsou pak oznaCovany hrany minimdlnim/maximdlnim
tokem a cenou toku. Cena toku mezi uzly s a e odpovida
preferenci pfifazeni dané sluzby danému zaméstnanci/sestie.
Pokud zaméstnanec nemuize sluzbu vykondvat hrana mezi nim
a sluzbou neexistuje (md nulovy maximdlni tok). Ve vsech
ostatnich pfipadech maji hrany mezi s a e nulovy minimélni a
jednickovy maximdlni tok. Soucet toku pies vSechny hrany
mezi danou sluzbou a vSemi zaméstnanci musi odpovidat
minimdlnimu poctu pozadovanych zaméstnanci na danou
sluzbu. Maximalni tok mezi e a D odpovida poctu sluzeb,
které mize zaméstnanec v jeden den vykonat. Tento parametr
se hodi v pfipadé proménnych délek sluZeb, aby zaméstnanec
odpracoval za den pfes vSechny sluzby maximalné dany
pocet hodin. V pripadé rozvrhovani/pferozvrhovani sester
je tento parametr nadbyteCny. Minimdlni/maximdlni tok
mezi Dg; a F; odpovidd minimdlnimu/maximalnimu poctu
sluzeb, které md dany zaméstnanec vykonat za tyden.
Dand sit na obrdzku je tedy navrZzena pro rozvrhovani
pro obdobi jednoho tydne. Je vSak mozné ji jednoduse
rozsitit do delsi Casovy interval a piipadné dalsi funkcionalitu
(maximalni pocet smén o vikendu) atd. Autor pro rozvrhovani
jako cenu/preferenci volil soucet preference zaméstnance
vac¢i dané sluzbé v souCtu s preferenci zaméstnance
(udané managementem firmy/nemocnice). Hlavni rozdil mezi
algoritmem pro rozvrhovdni a pierozvrhovani spocivd v
nastaveni hodnot v preferencich (ze kterych je poté pocitana
uzitkovd funkce). Pro prerozvrhovani je k dané preferenci
(vdzané ke vztahu mezi zaméstnancem a sluzbou) jesSté
pripocitavana konstantni hodnota M v pfipadé, Ze tato sluzba

u<=MaxShifts
I>=MinShifts

000 000 000

Obr. 3. Ndvrh sité dle [8]

byla v pivodnim rozvrhu danému zaméstnanci pridélena. Tim
pfi maximalizaci ceny/preferenci algoritmus upfednostiuje
rozvrzeni sluzeb, které jiz byly v pivodnim rozvrhu pouZity.
Vyse popsand formulace poskytuje pomérné flexibilni
framework pro rozvrhovdni, neni vSak moZné do néj
zakomponovat podminky pro vzdjemné vylouceni dvou sluzeb
(noéni sluzba nasledovand ranni). Pro tyto dtcely jsou
vytvorené rozsifujici podminky a danad sit’ je tedy formulovdna
pomoci LP dlohy. S pfidanymi omezenimi se jiZ nejednd
o Cistou tlohu minimalizace ceny toku a tedy nemusi ani
platit teorém o celociselnosti feseni. Ve vétsiné pripadi vSak
vysledny tok celociselny je. Pfi testovani bylo zjiSténo, Ze u
velkych tloh sice neni vysledny tok celoéiselny, ale jen maly
zlomek proménnych tuto celociselnost poruSuje. Autor pro
feSeni téchto dloh doporucuje CPLEX interior-point metodu,
kterd vytesi LP dlohu. V piipadé neceloCiselnosti proménnych
se nepouzije metoda vétvi a mezi, ale pouze Gomoryho fezd,
kterd v relativné kratké dobé nalezne jiz celoiselné feSeni.
Dle provadénych testi je algoritmus sdm o sobé velice
rychly a vétSinu praktickych uloh vytesi do sekundy. V pripadé
rozvrhovani sester vSak nijak nefe$i problémy s on-off-on
vzorem sluZzeb a ani se spravedlivosti rozdéleni sluZeb (tento
problém je obchazen pfifazenim preferenci od managementu).
Bereme li v duvahu autorovo doporuceni pouzivat k
feSeni CPLEX inter-point metodu s ndslednym feSenim
necelodiselnosti pomoci Gomoryho fezd, je algoritmus spise
pfedurcen k sekvenénimu vypoctu a nezdd se byt vhodnym pro
paralelni zpracovani. Po odstranéni omezeni, kvili kterym je
treba vyuzit LP formulaci, je mozné vyuzit paralelni algoritmy
pro nejlevnéjsi toky v sitich(Cost-Scaling algoritmus na GPU);

G. Bipartite Graph Matching Computation on GPU[9]

V C¢lanku autofi popisuji pristup k feSeni pritazovaciho
problému v bipartitnich grafech pfi vypoctech na GPU. Pro
praci pouzily jako vychozi Mad arsky algoritmus a Aukcni
algoritmus. Mad’arsky algoritmus byl ve vysledku pouZit
jen pro srovnani v testovaci fazi, jelikoZ vykazuje prvky
sekvenéniho chovani a neni proto vhodny pro paralelni
zpracovdni na GPU. K tomuto zpracovdni byl tedy vyuZit
Aukéni algoritmus. Bereme-li dvé ¢asti bipartitniho grafu,
prvni oznac¢ime jako osoby a druhé jako objekty. V aukénim
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algoritmu se snazi osoby poddvat nabidky za dané objekty. Ta
nabidka kterd ma nejvyssi piithoz (v pripadé Clanku se jedna
o hodnotu rozdilu hodnoty (rozdil benefitu osoby z objektu
a jeho ceny) mezi nejlepsim a druhym nejlep$Sim objektem o
ktery ma osoba zdjem) dostane objekt pridélen. Toto se déje
ve dvou fazich. V prvni fazi (pfihazovani) podavaji osoby
své nabidky za objekty. V druhé fazi (pfifazovani) objekty
zkontroluji své pithozy a pfifadi se osobé s nejlepsi nabidkou.
Pfi pfifazeni objekt zvysi svoji cenu dle nejvyssi nabidky.
Algoritmus prechdzi mezi témito dvéma fazemi do té doby,
dokud nemaji vSechny osoby pfifazen néjaka objekt.

Pii prevadéni daného algoritmu pro paralelni zpracovani
na GPU, jsou vytvoreny dva kernely - jedno pro prvni
pfihazovaci fazi a druhé pro pfifazovaci fazi. V inicializacni
fazi jsou vytvoreny proudy pro vstup, vystup i docasné
proménné. Matice vah reprezentujici graf je uloZena jako 2D
proud konstant. Ostatni proudy (ceny objektd, indexy objektd
pfifazenych osobdam, indexy osob prifazenych objekttim,
nabidky osob a jejich cile) jsou jednorozmérné. Po inicializaci
se periodicky opakuji oba kernely. V piihazovacim kernelu
je kazdé osobé pritfazeno jedno vldkno a kazdd osoba pokud
dosud nemd pfifazen objekt dd nabidku. Po té je spustén
druhy kernel, ve kterém je kazdy objekt zastoupen jednim
vldknem. Zde si objekty vybiraji svého nasledujiciho vlastnika
podle jejich pfithozu a upravuje svoji cenu a piipadné se
uvolni od dosavadniho vlastnika. Poté je fizeni vraceno zpét
CPU s hodnotou poctu prifazenych objekti. Pokud je pocet
pfifazenych objekti roven poCtu osob algoritmus konci. V
opacném piipadé prechdzi algoritmus do dalsi iterace.

V  porovnani se sekvenénim provedenim vykazuje
algoritmus v praméru osmindsobné zrychleni. Pro svij
vypocCet potfebuje jen maly objem dat, ktery muze byt cely
uloZzen v paméti zafizeni (pro rozumné velké problémy). V
kazdé iteraci je vSak fizeni pfeddvano zp& CPU pro kontrolu
ukoncovaci podminky. Zpét je vSak posildna jen jedind
hodnota a tim je minimalizovdno zpoZzdéni komunikace mezi
CPU a GPU.

H. Parallel implementation
algorithms[10]

Clanek je rozdélen do dvou zakladnich &asti. Prvni &ast se
zaobird feSenim problému hleddni maximdlniho toku v siti a
druhd hleddnim nejlevnéjsiho toku.

K feSeni hleddani maximalniho toku se vSeobecné pouziva

of flow

and  matching

Ford-Fulkersonlim, = Edmonds-Karptiv =~ a  Goldberglv
algoritmus. K paralelnimu zpracovani je dle autorl
nejpiiznivéjsi Goldbergdv push-relabel algoritmus, jehoz

paralelni implementace je zndma od roku 1992. Algoritmus
pracuje na principu vtlatovani toku do sité tak, Ze tok mtize
byt vtlaCen pouze do hran, které jeSté maji volnou kapacitu
a vedou do uzli, které maji o jedna niz§i vySku (hodnota
prifazena kazdému uzlu vyjadfujici potencidl pri "prelévani"
toku - viz [10]) nez-li aktudlni uzel. V piipadé, Ze do uzlu
pritéka vice toku, nez-li mize z uzlu odtéci (neni mozno jeho
prebytecny tok vtlacit do okoln{ sité) je uzel pfeznacen a je mu

nastavena takova vyska, aby v pfiSti iteraci jiZ existoval uzel,
do kterého bude moci tok presunout. Tak muize uzel zménit

vysku tak, aby se jeho prebytecny tok vratil zpét do zdroje.
Algoritmus iteruje do té doby, dokud je v siti né&jaky aktivni
uzel (uzel, ktery md vySsi pfitok neZ-li odtok) kromé zdroje
a cile toku. Pro zrychleni daného algoritmu pouZily autofi
jesté dvé heuristiky. Heuristika Global Relabelingu vyuZziva
BFS prohleddvani smérem od zdroje toku, kdy kazdému
uzlu piifadi vysku rovnu vys$si hodnoté z vzdalenosti od cile
toku ¢i jeho aktudlni vzddlenosti. Tim zamezime velkému
poctu relabel operaci, jelikoZ zvySime uzlu jeho vysku na
minimdlni moZnou aby se vibec jeho tok mohl dostat do
cile. Heuristika Gap relabelingu odstraiiuje ze sité uzly, ze
kterych se nikdy nebude moci dostat tok do cile (nebudou
moci nikdy uspokojit vySkové omezeni). K implementaci
autofi pouzili Hongovu implementaci bez pouziti zamku.
Tato implementace vSak vyZaduje atomické operace (pro
s¢itani a odcitani). Na rozdil od zakladni verze tato verze
pfi vtlaovani toku nebere v tvahu residudlni hrany s uzlem
V pouziti na CUDA frameworku, inicializace a heuristiky
jsou spoustény na CPU zatimco push-relabel operace jsou
spustény na GPU. Po urcitém poctu iteraci je fizeni z GPU
vraceno CPU, které provede pomocné heuristiky a poté vrati
fizeni zpét GPU. Algoritmus kon¢i ve chvili, kdy vSechen
tok vytékajici ze zdroje ptitékd do cile.

V implementaci na CUDA je pro kazdy uzel vytvofena
datova struktura node, kterd obsahuje polozky excess, height,
toSourceOrSink (pointer na hranu vedouci pfimo k zdroji ¢i
cili) a firstOutgoing (pointer na prvni hranu vychdzejici z
uzlu). Pro reprezentaci hran je v implementaci struktura adj,
které obsahuje poloZzky vertex (uzel, do kterého hrana vede),
flow (pointer na hodnotu zbyvajici kapacity), mate (pointer
na opacné orientovanou hranu), next (pointer na nasledujici
hranu). Z GPU jsou do CPU zasilany informace o prebytcich
toku v uzlech, vysce uzld a zbyvajicich kapacitach. Zpét do
GPU jsou z CPU v pribéhu algoritmu zasilany jen informace
o vyskach (které méni heuristika).

Druhd ¢éast se zabyva feSenim vaZeného pfirazovaciho
problému. Autofi tento problém prevadéji na problém
nejlevnéjsiho maximdlniho toku, ktery poté fesi pomoci cost
scaling algoritmu. Algoritmus ke svému pribehu vyuziva ceny
uzll, které jsou pri inicializaci vSechny nastaveny na 0. Ve
svém pribéhu hledd e-optimdlni feSeni. Toto feSeni se snazi
cyklicky zlepsit. K tomuto tcelu vyuzivd metodu Refine.
Metoda Refine zlepSuje e-optimdlni feSeni o koeficient o
Nejprve saturuje vSechny piipustné hrany, ¢imzZ se ale z toku
stane pseudotok a s tim, Ze nékteré uzly se stanou aktivnimi
a nékteré budou mit zdporny nadbytek toku. Pomoci operaci
push a relabel se z pseudotoku opét stane e-optimdlni tok. Push
operace je voldna na uzly, které jsou aktivni a maji pfipustnou
hranu s nenapln€nou kapacitou. Operace Relabel je voldna na
uzly, ktefi takovou hranu nemajf a je jim timto zménéna cena.
Metoda Refine je voldna do té doby, dokud e neni mensi nez
1/n.

Pro dany algoritmus jsou ddle vyuzity dvé heuristiky:
Price Updating a Arc Fixing. V Price Updating heuristice
je spoltena vzddlenost uzld od nejbliz§iho uzlu s kladnym
ubytkem toku (zdpornym piebytkem) a od jeho ceny je poté
odeCten e-ndsobek této vzdalenosti. Arc Fixing heuristika
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vynechdva z grafu hrany, jejichz redukovand cena je vétsi nez
2ne.

Pii vytvdafeni paralelni verze tohoto algoritmu je zde
popsany algoritmus spojen s push-relabel algoritme bez zdmka
z predeslé Casti. Zde md opét kazdy uzel vlastni vldkno. Toto
vlakno vykondva Refine kéd do té doby, dokud se nezméni
dany pseudotok na tok (dokud dany uzel ma kladny nadbytek
toku). Kvili omezeni GPU, které pii velkych dlohdch mutze
nahldsit launch time out, je zde omezeni na dany pocet cyklu,
po kterych se pfedd fizeni zpét CPU a to ho bez zmény
okamzité¢ zase vrati GPU. Pro kazdé vldkno je potieba Ctyft
lokdlnich proménnych: e’ pro ulozeni aktudlniho nadbytku
toku, y’ pro uloZeni uzlu do kterého vede hrana s nejnizsi
redukovanou cenou a min_cp’ a tmp_cp’ pro nalezeni tohoto
uzlu. Zbyvajici proménné jsou sdilené mezi vlakny.

Autor v Clanku neprovddi experimenty, které by
poukazovaly na efektivnost paralelni implementace Vv
ohledu k sekvenéni implementaci. ReSeni m4 relativné nizké
naroky na pamét a cely vypocet probihd na GPU. Pouze
v piipad€ pribliZeni se Casové hranici pro timeout je fizeni
pfeddno CPU, které po prvnim pfeddni fizeni jednou zavold
vyse popsané heuristiky.

1. GPU Implementation of the Branch and Bound method for
knapsack problems [11]

Autori v tomto ¢lanku predstavuji hybridni implementaci
metody vétvi a mezi specializovanou na feSeni problému
batohu na GPU. K prohledavani stavového prostoru pomoci
vétvi a mezi vyuZivaji prohleddvaci strategii do S$itky. V
algoritmu se predpoklada predsefazeni objektil v sestupném
poradi podle poméru ceny ku vaze.

Algoritmus stavi BFS strom feSeni od objektu s nejvyssim
pomérem ceny ku vaze, kde ke kazdému uzlu je pfifazena
pétice - vaha w, kterd je poclitidna jako souCet vah objektl
dosud pfifazenych do batohu a vSech nésledujicich objektd
v sefazeném, které v souCtu neptevySi vdhu batohu; cena p,
pocitdna podobné jako predchozi hodnota, ale z cen objektu;
slackovd proménnd s, které urCuje index prvniho objektu
v sefazeném seznamu, ktery se jiz nevejde do batohu; U
horni Dantzigova mez a L dolni mez. V kazdé urovni se
strom déli na maximdlné dva podstromy. Tato situace nastava
pokud je index nové pfifazovaného objektu mensi nez slackova
proménnd s jeho rodice. Pokud tomu tak je vytvoii se k uzlu
dva potomci - jeden pro prifazeni objektu do batohu a druhy,
ktery naopak urcuje, Ze do batohu nebude objekt zarazen (pro
tento uzel je tfeba piepoditat pétici). Uzel miZe mit jednoho
potomka v piipadé, Ze index noveé piiddvaného objektu je
roven slackové proménné rodice. Tento potomek pak urcuje,
Ze nebude novy objekt do batohu pridan (a hloubéji ve stromu
ani zadny jiny). Uzel také nemusi mit Zddného potomka a to v
ptipadg, Ze je profezan - jeho horni mez U je niZs8i neZ nejlepsi
dosud zndma dolni mez.

Samotny algoritmus je pak rozdélen do ndsledujicich asti:

« CPU:

— Vypocet metody vétvi a mezi pokud je pocet
ptipustnych uzlt maly
— Pfesun seznamu uzli do paméti GPU

— Spousténi jader na GPU
— Nalezeni tabulky oznacenych uzli
— Prifazeni  substituovanych adres v  tabulce
oznacenych uzli a jeji pfesun do paméti GPU
« GPU:
Kernel pro vétveni
Kernel pro vypocet mezi
Kernel pro vypocet nejlepsi dolni meze
Kernel pro oznacovani uzli k profezani a spojeni
seznamu uzld po profezan{

Vsechny objekty jsou uloZeny v paméti textur a kapacita
batohu je uloZena v paméti konstant.

V kernelu vétveni jsou z kazdého uzlu vytvofeny dva nové.
Pfi implementaci je vytvofen pouze jeden novy uzel. Druhy
uzel (diky své podobnosti s aktudlnim) prepiSe ten stavajici.
Jak jiz bylo psano, pokud je index nového uzlu mensi nez s
stavajiciho, je vytvofen novy uzel, pro ktery je vypocteno w,
p a s a ponechdn stavajici (jelikoZ novy uzel bude mit stejnou
pétici jako stavajici). Je-1i index roven s je také vytvofen novy
uzel a je mu inkrementovdna hodnota s, zatimco stdvajici je
oznacen za nepiipustny (U nastaveno na 0).

Kernel pro vypocet mezi se déli do tif ¢asti. Prvni slouzi
k vypoctu novych w, p, s a U. Jelikoz je vypocet Clenity,
jsou zde na minimum omezeny piistupy to globdlni paméti
uloZenim potfebnych informaci do registri. Po vypocteni horni
a dolni meze jsou jejich hodnoty uloZeny do globdlni paméti
pomoci atomickych operatort.

Kernel pro vypocet nejlepSi dolni meze provadi redukci
mezi dolnimi mezemi vSech uzli na aktudlni hladiné.

Kernel pro oznaCeni uzli k profezani vytvoii tabulku
bindrnich hodnot, kde kazdy uzel je oznafen k profezani
(hodnota 0) pokud jeho horni mez U je niZ§i neZ nejlepsi
dosud zndmd dolni mez (jiZz neni moZné rozvadénim tohoto
uzlu ziskat lepsi feSeni nez takové, které je pii nejhorSim
nejlepsi z jiného uzlu). Vysledna tabulka je poté pienesena
zpét na CPU.

Kernel pro spojeni uzli po profezani nahrazuje uzly, které
jsou oznaceny k profezdni, uzly od konce seznamu tak, aby
aktivni uzly byli v souvislém poli. Pfi kazdém nahrazeni se
zmen$i pocCet aktivnich uzli o jedna. Tim je na konci jasné,
kolik uzlt je aktivnich a zbytek pole se ofizne a dile se s nim
jiz nepracuje. Tim je vytvofena mnoZzina piipustnych uzli pro
dalsi vétveni.

Na CPU je poté implementovan algoritmus vétvi a mezi,
ktery je vyuzit v piipadé€, Ze je maly pocCet aktivnich uzla (dle
doporuceni pocet uzli mensi nez 192) a paralelni zpracovani
by bylo pomalejsi neZ zpracovani na CPU. Ddle je na
CPU implementovan algoritmus, ktery po navriceni tabulky
oznacenych uzld k profezani uréi adresy uzll, které je maji
v poli nahradit. Tyto adresy jsou poté vychozi parametr pro
posledni popsany kernel.

J. Parallelization of Binary and Real-Coded Genetic
Algorithms on CUDA[12]

Clanek se vénuje implementaci generického genetického
algoritmu na framework CUDA a uddvd doporuceni
pro implementaci jednotlivych Casti genetického algoritmu



NRRP

(GA). Autofi implementovali verzi algoritmu pro jedince
reprezentované redlnym vektorem a bindrnim vektorem.

Dilezitym faktorem z pohledu efektivnosti GA je dle
autorii generator ndhodnych Ccisel, jelikoZz je jeho pouziti
velice Casté a proto robustni generdtory vyrazné zpomaluji
chod GA. Jako vhodnd metoda se jevi inicializace generitoru
nahodnou hodnotou, kterou na pocatku vygeneruje robustni
generdtor a nasledné pouziti Park-Millerova generatoru, ktery
nasledujici pseudondhodnou hodnotu odvozuje jednoduchym
matematickym vzorcem z hodnoty aktudlni.

Autofi ddle zminuji moZnost vyuziti tzv. ostrovu, kde je
vytvofeno nékolik autonomnich ostrovt, kde kazdy ostrov
nezdvisle na ostatnich ma vlastni evoluci. Kazdy ostrov pak
mize dokonvergovat k jinému lokdlnimu minimu. V této
zékladni podobé se jednd o paralelni verzi vicendsobného
volani genetického algoritmu. Algoritmus je vSak rozsifen
0 migraci mezi ostrovy, kdy z jednoho ostrovu se na jiny
mize prepravit urCity maximalni pocet jedinci (v praktickém
pouziti se jednd a jedince s nejlepsi uZitkovou funkci). Diky
tomuto mechanizmu se ostrovy navzdjem kladné ovliviiuji a je
¢astecné omezena konvergence k jednomu lokalnimu optimu.

II. SPECIFIKACE PROBLEMU

Ve zdravotnickych centrech (nemocnicich) musi byt
poskytovana zdravotni péce 24 hodin denné. V nasem piipadé
budeme predpokladat, ze tato péce je zprostiedkovavana
zdravotnimi sestrami. Pro zajiSténi této 24 hodinové péce je
rozdélena pracovni doba do 3 smén - ranni, odpoledni, no¢ni.
KaZzda takovd sména musi byt zajiSténa urcitym minimdlnim
poctem sluzeb, pficemz jedna sluzba mize byt pfifazena pouze
jedné sestfe. Ze zdkona miZe jedna sestra vykondvat pouze
jednu sluzbu denné. Kromé tohoto omezeni jsou zakdzany i
dal$i kombinace sluzeb, které by porusovaly zdkonik price.
V nasem piipadé se jednd napiiklad o ndsledovani nocni
smény sménou ranni. Kdyby k tomuto doslo, slouZila by jedna
sestra souvisle 16 hodin, coZ je nepiipustné. Pfi rozvrhovéani
je tfeba vychdzet z pozadavkid sester, které mohou mit v
daném rozvrhovaném obdobi dovolenou a tedy je nepfipustné
témto sestrdm ve stanovené dny pfifazovat sluzby. Kromé
danych omezeni je tfeba rozliSovat klasifikaci sester, jelikoz
sluzba miize mit pozadavky na klasifikaci sestry, ktery ji ma
vykondvat.

Pii ptferozvrhovani vychdzime z jiZ zndmého rozvrhu, ktery
ale je tfeba upravit z divodd vnéjstho naruSeni - napf. pfi
nutné zméné sluzby pro danou sestru ¢i absenci pro nemoc. V
tu chvili je tfeba vytvofit novy rozvrh od aktudlniho dne az po
konec rozvrhovaného obdobi. Pfi vytvareni nového rozvrhu se
snazime vytvofit takovy rozvrh, ktery by byl co nejpodobnéjsi
tomu pivodnimu (minimalizovat pocet zmén), jelikoz kazda
zména v rozvrhu mtize negativné zasahovat do osobniho Zivota
sester, které jiZ mohou mit na dané obdobi v dany den zmény
jiné plany. Pfi prerozvrhovani je navic tfeba bréit v ivahu stejné
jako pfi rozvrhovani pravni predpisy a pozadavky sester, které
neumozni v dany den dané sestfe zménu. NaS problém je
omezen 1 maximdalnim poctem zmén a tedy novy rozvrh oproti
starému se muze li§it maximalné v 16-cti sluzbéch.

III. NAVRH MODELU
A. Pamét’ ovy model

Pro spravnou funkci algoritmu je tfeba mit v paméti uloZzeny
objekty, se kterymi budeme pracovat. Za zdkladni objekty
budeme povaZovat:

o Setiidény seznam sluzeb (L)
o Setridény seznam zdravotnich sester (L.,,)
o Pivodni/vychozi rozvrh (Ry)
o Binarni matice klasifikace sester K,
o Pole zmén vici vychozimu rozvrhu (C).)
o Maska pokryti aktudlniho rozvrhu (M)
o Nejlepsi dosud nalezeny rozvrh (R*)
o Uzitkové funkce R* (z(R*))
o Setrideény seznam sluzeb pro R*
e Zamek pro piistup k R*
objekty pouzivané v rozSiteni zdkladniho algoritmu jsou
nadepsdny kurzivou

V  nasledujicim  textu
pamétovych  narokd
prerozvrhovani pocet:

o sester - 2° = 32

o dnf-2° =232

o typd sluzeb - 22 =4

e zmén v rozvrhu = 24 = 16

predpokladame
maximalni  moZnou

pro analyzu

mez  pri

Z dvodi univerzélnosti bereme moZné i maximalni obsazeni
rozvrhu - 1024 sluzeb.

Tabulka I ukazuje v piehledu velikosti jednotlivych struktur,
které jsou tfeba pro béh algoritmu. Minimdln{ velikost struktur,
které je mozné dosdhnout v piipadé, Ze by byla veskerd data
uloZend v bindrnim poli a z tohoto pole v piipadé pouZiti
parsovana vyjadiuje parametr Velikost bindrni representace.
Velikost typové representace naopak urcuje velikost téchto
objektd v pripadé, Ze by jednotlivé polozky byli uloZeny
jako standardni typy (int, short...). Tato velikost je ve vétSiné
piipadil vétsi. Za tuto cenu vSak ziskavame navyseni vykonu,
jelikoz data neni tfeba parseovat a jsou vzdy zarovnand.
Velikosti struktur jsou vztazeny k jednomu béhu heuristiky.
V paralelnim zpracovani bude tedy tfeba vytvorit strukturu o
uddvané velikosti pro kazdé vlakno.

TABULKA 1
TABULKA VELIKOSTI STRUKTUR

Velikost

Objekt bindrni reprezentace | typové reprezentace
Smeéna 2b 2B

Sluzba 10b 2B

Seznam L 1280B 2kB

Pole C. 320b 64B

Maska M, 128B 2kB

Rozvrh Rg 256B 2kB

Matice Ky, 4kB 64kB
Rozvrh R* 320b 64B

Sluzbou je myslen identifikdtor, ktery presné popisuje jednu
urcitou sluzbu z pivodniho rozvrhu, kterou je tieba rozvrhnout
i do nového rozvrhu. Sluzbu Ize tedy jednoznacné identifikovat
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sestrou, kterd tuto sluzbu vykondvala v ptivodnim rozvrhu a
dnem ve kterém ji vykondvala. Sména oznacuje jeden typ
sluzby. Sména tedy muze byt ranni, odpoledni, no¢ni ¢i volna
sména.

Jako sdilené objekty, které jsou pro vSechny vldkna totoZné,
muiZeme brat vychozi rozvrh Ry, matici K, a struktury k
uloZeni nejlepSiho dosud nalezeného rozvrhu.

Vychozi rozvrh Ry:
Vychozi rozvrh Ry je konstantni po celou dobu béhu algoritmu
a muzeme oCekdvat, Ze vlakna budou pfistupovat k prostorové
blizkym datim a tedy je vhodné jej ulozit do paméti textur.
Pro 32 dni a 32 sester se jednd o 1024 bunék jednorozmérného
pole. Kazdd buika v sobé obsahuje sménu, kterou dany
zaméstnanec v dany Cas mél vykondvat. Sména je zakédovan
nésledujicim zptisobem:

o 0 = bez sluzby

e 1 = ranni sména

e 2 = odpoledni sména

e 3 = nocni sména
V pripadé 4 typt sluZeb se jedna o 2 bity na kazdou buiku.
Pole je tedy mozné ulozit do (1024 * 2)/8 = 256 bajtd.

Binarni matice K,

Jelikoz kazda zdravotni sestra midZe mit, a v praxi Casto
mivd, jinou klasifikaci/specializaci popfipadé sluzebni
postaveni (hlavni sestra, sestra na détském oddéleni...) a
nemuze tedy jakdkoli sestra prevzit sluzbu jiné, je tfeba toto
omezeni zanést i do prerozvrhovaciho algoritmu. Z divodu
univerzdlnosti je toto omezeni implementovdno bindrni matici
K, kdy ke kazdé sestfe*sluzbé je pfifazena bindrni hodnota
urCujici, zda dand sestra je klasifikovdna danou sluzbu
slouzit. Bindrni matice K,, md pak v bindrni reprezentaci
(32 % 1024)/8 = 4096 bajtd.

Struktury pro R*:

Nejlepsi dosud nalezeny rozvrh R* bude uloZen v paméti ve
struktufe totozné se strukturou pro pole zmén vici vychozimu
rozvrthu C,. Bude se jednat o kopii této struktury. Aby byl
umoznén piistup k tomuto objektu vSem vldknim ze vSech
bloku, je uloZen v globalni paméti. Velikost tohoto objektu
je pri minimalizaci pamét’ ovych prostfedki rovna 16 * 10 %
2 = 320 bitl, jelikoz je tfeba si pamatovat kterou sluzbu
(jedna z 1024) prifadime na rozdil od pivodniho rozvrhu
Ry na jakou novou pozici (jedna z 1024) pro 16 zmén.
JelikoZ bude objekt uloZzen v globalni paméti neni tfeba
takto optimalizovat a zpomalovat vykon parsovdnim dat z
bitového pole. MliZzeme tedy jeden zdznam uloZit jako dvojici
slov/celociselnych proménnych. Velikost se nam poté zvysi
na 16 = 16 = 2 = 512 bitd. Optimalizace by byla vhodnd pfi
presunuti kopie tohoto objektu do sdilené paméti.

K rozvrhu R* je do globalni paméti dale uloZena hodnota
jeho uzitkové funkce z(R*) jako jedind celoiselnd hodnota.
Pro moznosti vyuziti heuristik je ddle k R* uloZen i setfidény
seznam sluzeb L, ze kterych byl rozvrh odvozen. Tento
seznam obsahuje maximdlné 1024 sluzeb. JelikoZ index
kazdé sluzby je maximdlné 10-ti bitové c¢islo, zabird tento
objekt v globdlni paméti (1024 % 10)/8 = 1280 bajti.

Pro synchronizovany piistup k t€émto objektim je déle tieba
zamek, ktery povoli v jednom okamziku piistup k témto datim
pouze jednomu vldknu. Jednd se o logickou hodnotu uddvajici,
zda jiz k datim né&jaké vldkno pfistupuje.

Mimo sdilenych objektl potiebuje kazdé vlakno pro svoji
praci nasledujici vyhrazené objekty:

Setiidény seznam sluzeb L,:

Setfidény seznam sluzeb Lg uchovava setfidéné sluzby v
poradi, ve kterém se bude algoritmus ndsledné pokouset je
prifadit do nové vytvafeného rozvrhu. Pro stanovené rozméry
problému zabere tento setfidény seznam minimdlné 1280
bajtt (odvozeno vySe). Z tohoto divodu musi byt umistén v
globdlni paméti. JelikoZ k polozkdm neni sekvenéni pfistup,
neni tfeba pouziti bitové reprezentace.

Setridény seznam sester L,,:
Setfidény seznam sester L,, uchovava poradi sester, ve kterém
je bude algoritmus nasledné prohleddvat pii hledani pozice
pro pfifazeni sluzby. Pro horni mez 32 sester je tfeba alokovat
minimdlné (32 % 5)/8 = 20 bajtd. JelikoZ je k tomuto objektu
velice Casty pristup, bylo by vhodné jej umistit do rychlé
paméti (sdilené paméti).

Bitové pole masek obsazenosti rozvrhu M,: Pii
rozvrhovéni je tfeba v pribéhu algoritmu védét, kterd pole
rozvrhu jsme jiZ obsadily a naopak kterd jsou volnd pro
pfifazeni nové sluzby. K tomuto tdcelu slouzi bitové pole
masek obsazenosti rozvrhu M,. Kazdé pole ve vychozim
rozvrhu je zde reprezentovdno jednim bitem, ktery uddva, zda
je jiz pole pfifazeno ¢i zda je volné k prifazeni. Velikost této
struktury je tedy 1024/8 = 128 bajtd. Struktura je uloZena v
globdlni paméti.

Pole zmén vuci vychozimu rozvrhu C,

Jelikoz muZeme v maximdlnim piipadé v rozvrhu vykonat
16 zmén, neni vhodné ukladat pro kazdy béh vlastni rozvrh.
Misto toho jsou uloZeny jen zmény v pfifazeni sluzeb v
aktudlnim rozvrhu oproti vychozimu rozvrhu Ry v poli zmén
viéi vychozimu rozvrhu C,.. Kombinaci tohoto pole, bitového
pole M, a rozvrhu Ry jsme schopni zkonstruovat aktudlni
rozvrh. Pole zmén vucéi vychozimu rozvrhu zabere pro 16
zmén 16 * 10 * 2 = 320 bitu.

IV. ZAKLADNI ALGORITMUS
A. CPU verze

CPU verze zédkladniho algoritmu pracuje plné sekvencné.
Algoritmus vychdzi z konstruktivni heuristiky, kterd je popsdna
v Clancich [2], [3]. V hlavni metodé¢ Main, jiZ popisuje
Algoritmus 1, je nejdifve ze vstupniho souboru nacten ptivodni
rozvrth Ry, bindrni matice klasifikace sester a poZadované
absence. Po nacteni téchto dat je tfeba inicializovat struktury,
se kterymi bude pracovat vykonnd metoda béhu algoritmu
(Algoritmus 2). Mezi tyto struktury patii Ls, M, ¢i C,.
Velikost téchto struktur je odvozena od parametrd, které jsou
nacteny ze vstupného souboru, a proto jsou alokoviny az
poté. Nasledné metoda Main spousti samotny béh algoritmu
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(vykonnou metodu béhu algoritmu). Tato metoda najde rozvrh
R*. Nakonec je vysledny rozvrh ulozen ¢i vytiStén na
obrazovku.

Input: vstupni soubor
Output: R*
1 begin
nacteni vstupniho souboru;
inicializace struktur;
spusténi béhu algoritmu;
uloZeni/vytisténi vysledkd;
end
Algoritmus 1: Hlavni metoda Main na CPU

A U A W N

Samotnd vykonnd metoda béhu algoritmu (Algoritmus 2)
nejprve zinicializuje vstupni struktury - tj. naplni Ly
seznamem sluzeb, které je potfeba rozvrhnout, zinicializuje
pole M, a C,. V poli M, ponechd prfifazené pouze sluzby
o kterych jiz na zacatku vime, jak budou ve vysledném
rozvrhu vypadat - ty které maji byt zmrazené (zachovat se
i do nového rozvrhu v nezménéné podobé) a sluzby, které
mé nahradit absence. V poli C), budou zaznamenany jen
sluzby, které md nahradit absence. Poté piejde algoritmus
do hlavni smycky. Kazdy prubéh touto smyckou predstavuje
jeden pokus o prerozvrhnuti pomoci L. Na zacatku kazdé
iterace je tfeba vymazat zmény ve strukturach, které provedla
predesld iterace. Ddle je tfeba zamichat seznam sluzeb L,
aby nova iterace neprovddéla pfesné to samé jako pfedchozi.
Nasledné je ukazatel aktudlné prifazované sluzby pfesunut na
prvni pozici v L,. Po této inicializaci nasleduje pfifazovaci
smycka, ve které jsou sluzby jedna po druhé zarazovany do
rozvrhu. Algoritmus se snazi sluzbu pfifadit v nésledujicich
fazich:

1) Prifazeni sluzby na ptvodni pozici, pokud toto pfifazeni

neprolamuje pevnd omezeni

2) Prifazeni sluzby sestfe, kterd je pro danou sluzbu

klasifikovand a pro kterou by pfifazeni sluzby
neznamenalo prolomeni pevnych ani pruznych omezen

3) Prifazeni sluzby sestfe, kterd je pro danou sluzbu

klasifikovand a pro kterou by pfifazeni sluzby
neznamenalo prolomeni pevnych omezeni a pruZznd
omezeni mohou byt narusena sluzbou v nasledujici ¢i
predchazejici den

4) Pfifazeni sluzby sestfe, kterd je pro danou sluzbu

klasifikovand a pro kterou by pfifazeni sluzby

neznamenalo prolomeni pevnych omezeni
Faze jsou vykondviny sekvencné a pokud se jiz podafilo
sluzbu pfiradit, jsou nasledujici faze preskoCeny a prechazi
se rovnou k prifazovani ndsledujici sluzby z L,. V kazdé
fazi je také testovdno, nemd-li dand sestra v dany den jiz
v novém rozvrhu pfifazenou jinou sluzbu. Ve 2. az 4. fazi
probihd hledédni sestry, které by bylo mozné sluzbu pfitadit v
vzestupném poradi jejich indexa.

V pripadé, Ze se nepodafi sluzbu pridélit ani v jedné z fazi,
zakonci se pokus vytvareni rozvrhu z aktudlniho seznamu Ly a
prejde se do dalsi iterace. Nenastane-li tento jev a podafi-li se
vytvofit novy rozvrh, ktery spliiuje tvrdd omezeni, je tento
novy rozvrh ohodnocen uZzitkovou funkci z(R). Pokud je
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z(R) mensi nez uzitkova funkce nejlepsiho dosud nalezeného
rozvrhu z(R*), je rozvth R* pfepsdn aktudlnim rozvrhem a
z(R*) je prepsdna z(R).

Input: L, M,, C,, Ry, K,
Output: R*

1 inicializace vyhrazenych objekt;

2 while # béhu < cilovy pocet béhii do

3 vyprazdni uloZené zmény;

4 zamichej Lg;

5 presuii ukazatel na 1. sluzbu;

6 while nejsou prirazeny vsechny sluzby do

7 if lze sluZbu pFiradit na piivodni misto then

8 ‘ ptifad’ sluzbu na puvodni misto;

9 end

10 else if 3 sestra n spliujici podminky druhé fdaze
then

1 | pfifad’ sluzbu sestie n;

12 end

13 else if 3 sestra n spliiujici podminky treti fdze
then

14 | pfifad’ sluzbu sestie n;

15 end

16 else if 3 sestra n spliujici podminky ctvrté fdaze
then

17 ‘ prifad’ sluzbu sestie n;

18 end

19 else

20 nerozvrhnutelné pomoci aktudlniho Lg;

21 break;

22 end

23 end

24 if byl vytvoren novy rozvrh then

25 vypolti z(R);

26 if z(R) < z(R*) then

27 ‘ prepi§ R+ aktudlnim rozvrhem R

28 end

29 end

30 end

Algoritmus 2: Vykonna metoda béhu algoritmu na CPU

B. GPU verze

Metoda Main v GPU verzi (Algoritmus 3) stejné jako v CPU
verzi musi nejdiive nacist vstupni data. Ndsledné je alokovana
pamét’ pro vySe popsané struktury. Na rozdil od verze pro CPU
je tieba alokovat pro kazdé vldkno vlastni vyhrazené struktury.
Po alokaci jsou zinicializovdny globdlni struktury - rozvrh
Ro, matice K, a uzitkovd funkce z(R*). Poté je spustén
kernel pro inicializaci vyhrazenych struktur jednotlivych
vldken, F#FHskwRRdRRdkRkREEMoZnd by Slo spojit inicializaci
a vykonnou cast do jednoho kernelu#*#*###kskski® = Pg
inicializaci vSech struktur spousti CPU na GPU kernel pro
vykonnou metodu béhu algoritmu. Nakonec je opét vysledny
rozvrth R* zaznamendn do souboru ¢i vytiStén na obrazovku.

Na rozdil od vykonné metody béhu algoritmu na CPU,
kernel na GPU (Algoritmus 4) popisuje pouze jeden pokus
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Input: vstupni soubor
Output: R*
1 begin
2 nacteni vstupniho souboru;
3 alokace struktur;
4 inicializace globalnich struktur;
5 spusténi kernelu inicializace struktur;
6 spusténi kernelu béhu algoritmu;
7 uloZeni/vytisténi vysledkd;
8

end
Algoritmus 3: Hlavni metoda Main na GPU

o vytvofeni nového rozvrhu ze seznamu L . Ndsledné
je vypoctena uzitkova funkce rozvrhu, pokud byl dspésné
rozvrZzen. Pokud ne, je tato funkce rovna nekonecnu. Po
rozvrzeni (piipadné zjisténi, Ze je rozvrh neplatny) jsou
vSechna vldkna v bloku sesynchronizovdna. Poté je pomoci
redukce zji§tén minimalni nalezeny rozvrh v daném bloku R*®.
Pokud je md tento rozvrh niZsi uZitkovou funkci neZ rozvrh
R*, je jim nahrazen. Diky tomu omezime pfistup k objektim
R*. V pripadé, Ze bychom redukci nepouzily by se mohlo stét
Ze by vice vldken chtélo prepsat R*, ale uvizla by na zamku
pro pfistup k tomuto objektu. To by omezilo paralelismus a
dand cast by byla povahou spiSe sekvencni.

V. UPRAVY ZAKLADNIHO ALGORITMU

Zakladni algoritmus slouzi jako zdkladni kdmen, na ktery
je mozné dale stavét. Sdm osobé mize mit nizkou schopnost
nalezeni platného rozvrhu a proto je vhodné jej déle
upravovat. Je mozné vyuZzit heuristiky pro profezavani prostoru
vysledkt pro jeho urychleni ¢i napt. mechanizmy pro zvySeni
pravdépodobnosti nalezeni platného rozvrhu.

A. Backtrackovaci algoritmus

Pii prifazovani sluzeb dle sefazeného seznamu sluzeb
mizeme dojit do chvile, kdy jiZ nenalezneme Zadnou pozici,
kam bychom mohli sluZzbu umistit, jelikoZ vSechny moZzné
pozice, které by neporuSovaly Zadné tvrdé omezeni jsou jiz
zabrany. Zakladni algoritmus v tuto chvili kon¢i a rozvrh
oznali za neplatny. Abychom omezily tento stav, miZeme
vracet Upravy do chvile, dokud se neuvolni néjakd pozice pro
aktudlni sluzbu. Poté tuto sluzbu umistit a dédle se pokusit
umistit timto zpétnym algoritmem odebrané sluzby a poté i
sluzby dosud nepfifazené.

Tato myslenka je platnd v piipadé sekvencniho provadéni na
CPU, ale v pfipadé¢ implementace na GPU by vlakno, které by
aplikovalo tento algoritmus blokovalo ostatni vldkna ve warpu
a tim nesmirné zpomalila cely béh. Z tohoto divodu je tieba
upravit tento algoritmus tak, aby byl aplikovatelny na GPU.

V upraveném algoritmu omezime moznost posunuti sluzby,
kterou neni mozné v aktudlni iteraci nikam pfiradit pouze o
jednu pozici vpred. Tim je tedy zruSena i posledni zména,
kterou aplikovala posledni pfifazend sluzba. V dals{ iteraci se
pokusime sluzbu znovu pfiradit, pokud se ndm toto nepovede,
opét ji posuneme o pozici v pred. V této podobné by vsak
casto nastalo zacyklen{ algoritmu. Proto musime omezit pocet
téchto posunt urcitou maximalni hodnotou.
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Input: L,, M,, C,, Ry, K,
Output: R*
zamichej Lg;
pfesuti ukazatel na 1. sluzbu;
while nejsou prirazeny vSechny sluZby do
if Ize sluzbu prFiFadit na privodni misto then
| pfifad’ sluzbu na pivodni misto;
end
else if 3 sestra n spliujici podminky druhé fize then
‘ pfifad’ sluzbu sestfe n;
end
else if 3 sestra n spliujici podminky treti fdze then
| pfifad’ sluzbu sestie n;
end
else if 3 sestra n spliujici podminky Ctvrté fdaze then
‘ prifad’ sluzbu sestie n;
end
else
nerozvrhnutelné pomoci aktudlniho L;
break;
end

o 0 NN N R W N =

e v e < =
0 NN R W N =D

[y
b=

end
if nebyl vytvoren novy rozvrh then
| 2(R) = o0;
end
else
| vypotti z(R);
end
synchronizace vldken;
redukce a nalezeni rozvrhu s minimédlnim z(R) v bloku;
if (idVidkna == 0)&&(z(R*® < z(R*)) then
‘ R* = R*b;
end
Algoritmus 4: Vykonny kernel béhu algoritmu na CPU

W W NN NN NN NN
- e N AN R W N =D

B. Setridény seznam sester

V prichodu jedné iterace algoritmu a hledani mista, kam
bychom mohli sluzbu pfifadit prochdzime sestry v néjakém
pfedem uréeném poradi. Pokud bychom v kazdém béhu a
v kazdé iteraci prochazeli sestry ve stile stejném poradi,
dochézelo by tim k permanentni preferenci urcitych sester pied
jinymi a tim by i nastdval ptipad, kdy by urcita Cast sester méla
permanentné vice sluZzeb neZ zbytek.

Tento problém je mozné fesit pridanim rozdilného seznamu
sester ke kazdému behu algoritmu. Prohleddvani poté bude
probihat v poradi uréeném timto seznamem. Tim bude pfi
kazdém béhu pfi prohleddvani preferovdna jind Cast sester
a celkové budou moci byt vysledné rozvrhy pres nékolik
volani béhu algoritmu dojde k Sir§imu prohleddvani prostoru,
jelikoZz bude béh inicializovdan nejen ndhodné sefazenym
seznamem sluZeb ale i sester.

Dalsi moznosti je tento seznam na zacitku kazdé iterace
algoritmu ndhodné zamichat. Tim dosdhneme pfi rozvrhovani
nejvySsi spravedlivosti prifazovani sluzeb sestrdm za cenu
vykonu, ktery ndm zabere michdni seznamu sester. Ve
spolupréci s vySe popsanym backtrackovacim algoritmem se
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zvysi i pravdépodobnost nalezeni platného rozvrhu, jelikoz se
snizi Sance zacykleni, protoZe i kdyZ se dvakrat dostaneme do
stejné podoby sefazeného seznamu sluzeb, mize byt vysledek
prifazeni sluzeb rozdilny, jelikoz se sestry pro pfifazeni sluzby
velice pravdépodobné budou prochézet v jiném poradi.

C. Cyklické voldni s ndvratem

Plvodni algoritmus by byl plné homogenni a cely by
fungoval na GPU a po kladném vyhodnoceni ukoncovaci
podminky by predal vysledky CPU. Jelikoz je tento algoritmus
jen minimalné zavisly na pfedchozim béhu je z praktického
hlediska vhodné tento algoritmus upravit tak, aby bylo mozné
jej ukoncit kdykoli v jeho pribéhu a ziskat dosud nejlepsi
vysledek.

V tomto piipadé by tedy byl algoritmus ukoncen na GPU
po urCitém poctu prubéhd a poté by bylo fizeni navraceno
zpét CPU. CPU by vypsalo dosavadni nejlep$i nalezeny
vysledek (jeho hodnotu uzitkové funkce) a zkontrolovalo by,
zda nepozaduje uzivatel ukonceni béhu. V tom piipadé by
nejlepsi dosud zndmy vysledek uloZil a ddle nepokracoval. V
opacném piipadé by bylo fizeni vraceno zpét GPU, které by
déle hledalo lepsi rozvrhy.

D. Ovlivnéni nejlepsim rozvrhem

Ve chvili, kdy jiZ dlouhou dobu nebylo nalezeno feSeni,
které by bylo lepsi nez nejlepsi doposud zndmé feSeni mizeme
predpokladat, Ze optimum bude nékde pobliZ tohoto nejlepsiho
doposud zndmého optima.

MiZeme tedy misto ndhodného prohleddvani celého
prostoru vychdzet z tohoto dosud nejlepSitho feSeni a
prohleddvat jeho mutace. V pripadé ndhodného prochdzeni
michdme prohazovdnim cely seznam sluZeb. V piipadé této
upravy bychom zinicializovali seznam sluzZeb kopif sefazeného
seznamu sluzeb dosud nejlepsiho feSeni a ten bychom
poté promichdvaly. Zuzovani prohleddvaného prostoru a
postupné priblizovani se nejlepSimu zndmému feSeni je
zajisténo sniZzovdnim pravdépodobnosti promichdni (mutace)
jednotlivych prvka.

E. Inverzni hleddni

Zakladni algoritmus pracuje v nékolika fazich, kdy v kazdé
fazi projde vSechny sestry a pokusi se najit tu, které by v
dané fazi mohl sluzbu prifadit. Pfi SIMD zpracovani mtizZe
Casto nastat situace, kdy skoro vSechny vldkna ve warpu jiz
svoji sluzbu prifadily a ¢ekaji na posledni vldkno, které stale
vyhledava piipustnou pozici. Tim muze byt velky potencial
paralelniho zpracovani nevyuZit.

Je mozné se na problém koukat i jinym pohledem. Misto
toho, abychom v kazdé fazi prochdzeli cely seznam sester,
miZeme seznam sester projit pouze jednou a poznamenat si,
kterd sestra spliiuje pozadavky které faze. Pokud nalezneme
sestru, kterd spliiuje podminky druhé faze (pfifazeni sluzby
sestfe, pro kterou predesld i nésledujici sluzba je z pohledu
slabych omezeni pfipustnd) neni tieba dalsi sestry prohledavat.
Tento pfistup sice profeZe prohleddvani pouze v piipadé,
kdy né&jaka sestra spliuje podminky prvni ¢i druhé faze
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zakladniho algoritmu, ale sniZi pocet pfistupii do globalni
paméti, jelikoz data jedné sestry je tfeba precist pouze jednou.
Je-li tedy zdsadnim faktorem zpomaleni doba pfistupu do
globdlni paméti, mize tento pfistup zrychlit zpracovani.
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